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这 套 节 涉及 的 面 很 广 , 其 内 容 都 和 现代 科学 技术 密切 有 关 , 有 
一 定 大 考 价值 。 书 中 收集 的 资料 都 比较 丰富 ,而 角 壕 扼要 ,篇 幅 不 


多 ,有 利于 让 者 以 远 短 时 间 掌 担 有 关 学 科 的 主要 内 容 。 虽 然 ,这 套 


书 的 某 些 观点 不 尽 适 合 于 我 国 的 依 况 ,但 其 方法 斌 供 参 考 。 因 此 ， 

帮 绎 出 版 这 一 套 书 ,对 我 国 科学 技术 工作 者 醋 能 是 有 所 助 签 的 。 
时 于 上 日文 原 书 是 1957 年 起 以 讲座 形式 陆 萎 出 版 的 ,写作 时 间 

和 篇 幅 的 限制 不 可 避 如 地 会 影响 原作 者 对 内 容 的 处 理 ， 为 了 尽 可 


能 地 减少 这 种 影 啊 , 我 们 在 某 些 痢 本 中 , 特 请 必 者 或 校 关 者 撰写 序 


或 后 如 ,以 介 帮 有 关 学 科 的 最 近 发 展 状况 ,并 对 全 书 内 容 作 一 些 训 


价 , 提 出 一 些 看 法 , 糙 合 我 国情 况 补 充 一 些 资 料 文献 ， 在 交 夫 过 于 . - ， 


简略 或 不 显 的 地 帮 湛 加 了 必要 的 注释 和 改正 原 书 中 存在 RJ 
误 。 和 希望 这 些 工 作 能 对 读者 有 所 帮助 。 
欢 池 化 和 淹 对 本 书 提出 拢 评 和 意见 。 
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理学 和 力学 方面 的 应用 而 六 号 的 。 为 此 , CARRET HEMI 
扩充 的 绕 量 的 一 些 基础 知识 及 其 与 物理 学 和 力学 有 关 的 办 容 。 

首先 ,放下 进 了 向 量 代数 的 一 般 知 识 , 根 括 向 量 在 三 重 系 变换 
下 的 变换 规律 很 自然 地 引信 了 张 量 概念 ,作为 向 量 的 扩充 。 

其 次 ,对 向 量 分 析 的 部 分 ,主要 研究 物理 和 力学 中 所 需要 的 向 
量 场 、 张 量 场 、 梯 度 、 散 废 和 施 度 等 一 些 概 念 。 随 后 就 彼 进 了 向 县 
的 积分 ， 这 也 是 对 实际 应 用 很 有 意义 的 一 节 。 这 里 还 引进 了 曲线 
坐标 作为 后 文 应 用 的 准备 。 

最 后 ,在 微分 几何 部 分 ,扼要 地 叙述 了 曲面 只 和 黎 晨 空间 的 主 
村 办 容 。 在 学 未 还 极 概略 地 提 济 一 点 李 徽 分 的 内 容 。 这 是 一 种 新 
的 微分 运算 子 , 它 可 以 应 用 于 数量 .向 量 、 号 量 以 及 其 他 几何 量 。 

本 书 的 内 容 安 排 ; 尽量 照顾 到 应 用 是 一 个 特点 。 但 是 在 叙述 
过 程 中 , 型 论 联 系 实际 仍 嫌 不 够 , 许多 可 以 应 用 到 的 流体 力学 、 强 
性 力学 .电动 力学 的 内 容 没有 提 到 或 很 少 提 到 ,实际 例证 也 举 得 不 
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本 书 对 于 学 习 场 论 〈 癌 量 分 析 )、 斐 量 分 析 以 及 黎 曙 几何 的 网 
志 , 可 以 作 为 比较 省 力 的 大 门 苦 物 。 因 此 , 储 待 问 荔 者 推荐 。 
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8l 向 量 的 定义 与 表现 


几何 学 及 物理 学 里 , 有 线段 长 . 三 角形 面积、 四 面体 体积 、 A 
量 . 温 度 . 芒 .能 晤 . 电 从 等 一 类 的 量 , 它 们 在 测度 单位 规定 后 ,可 单 
由 一 个 数值 完全 表示 出 来 ,又 有 平行 移动 . 带 度 ,加沙 度 . 力 等 一 类 
的 量 , 宅 们 在 测度 单位 规定 后 ,不 能 单 由 一 个 数值 而 又 附 以 方向 才 
能 完全 表示 出来 。 

前 一 种 蔓 ， 绪 就 是 测度 单位 规定 后 单 由 一 个 数值 完 人 对 表示 出 
来 井上 服 从 普通 代数 运算 法 则 的 量 , 称 为 数量 (或 标量 )。 

与 噬 煌 友 ,后 一 种 量 , 阁 就 是 测度 单位 规定 后 不 能 单 由 一 个 数 
储 表 示 还 辟 指 定 方向 才能 完 双 表示 出 来 、 服 从 以 下 列举 的 特殊 运 
算法 则 的 量 , 称 为 向 量 ( 或 矢 医 )。 

向 量 弃 然 是 具有 数值 与 方向 的 量 ,过 空间 枉 意 一 点 ,例如 衣 过 


点 0 的 有 向 缆 段 OA 就 能 完全 把 它 表 示 出 来 ， A 

OA ZERREN, OA IET SERE M Pd | 
方向 。 戏 时 O 称 为 它 的 起 点 , ARY EHE g i 
BR. 7671 CE EE BERE E — 718] R ps 
He 有 时 在 写法 上 加 一 个 箭头 ， 写 成 04. ő 


IEA A TRE RERER, wH TEE M LI 
来 表示 向 量 。 我 们 条 用 普通 的 小 写字 母 , Pline, 表示 数量 , 以 粗 


17 ELE PI rr Tn 7 


2 Fig ulck-ocGsEX EWABB 
黑 的 大 号 字母 , 例如 A, 表示 向 基 。 这 就 是 发 
A-OA. 

过 空间 的 另 一 点 0' BERRE OA, DAI ER 4 的 数值 定 这 
AK AEPRRS SER. UAR 4 BS s] SEA ES ELO A, 那么 O A! gs 
Xem —fb mA. ZAER, ARANE , ]I— 25 18] B89— 
BE i E EL ER TRI — fa c 

HE AMERRE OA 表示 时 , PE OA 之 长 称 为 向 量 和 4 的 
长 ,或 大 小 ;或 结对 值 ,以 |4! 或 4 下 示 。 

长 庆 为 工 的 癌 匡 叫做 单位 向 量 。 


$82 回 量 和 的 加 法 与 减法 


正如 前 一 闻 所 说 的 ， 向 量 是 可 用 具有 长 度 与 方向 的 有 向 线 锯 
RRRA, 而且 服从 一 套 尾 殊 的 运算 规则。 以 下 就 要 虹 次 地 
说 明 这 在 运算 规则 。 | 

BE, 向 量 4 smmBImA-BEX 
样 定义 的 : UATE 4 的 有 向 如 段 OA Zr 
点 生 作 为 起 点, 引 表示 向 量 吾 的 有 向 线段 4C， A 
352. HJREtOO 所 表示 的 向 量 就 规定 为 它 A 
们 的 和 。 向 量 和 4 加 向 量 如 构成 向 量 AAB “ 
上 述 法 则 称 做 向 量 加 法 的 三 角形 法 则 。 

BED EXE, HE 4 与 向 量 召 之 和 有 4 二 婧 了 电 可 以 用 如 次 
的 方式 作出 素 。 如 以 有 向 克 段 04 Jen] 
TA, HRE OBRTE B, MISR 
和 的 省 向 嫉 眉 是 以 O04, OB 为 分 边 的 平行 
四 边 形 O4CB zx jat 0O。 象 这 样 由 向 
E 4 加 向 量 如 作出 向 量 AHB 的 法 则 称 
做 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 。 


图 3,1 


y! 


$2 疝 量 的 加 读 与 减法 2 
MA Eius BH , H SEND JE. 


(1) A+B= B+A 
ERHET. BG E BIENES. 
A AX RE A, B, C, RAPE (A1 B)+C 


A*IB-CI 


RAN, EP Ei R ESDIEBMEHLA- E, 
Je XERIE TS ÉY Ec HE R Eli RUDI EA CHE 
HAAB) 十 忆 就 行 了 。 3XBIJABS 2.8 很 


BH 3: 300788 HH 图 2.3 
(2) (A4-B) -C— A- (B0), 
SORA ECBBEGRCEfRRA GR. TETA ERR UR DAS 
样 地 说明 。 

其 次 ,为 了 要 说 明 向 量 A SHRB LA, 让 我 们 考查 方程 式 

A=B+X, 
 DERRROIRTAR A, 有 向 线 ~ a-s 
BrO B dem ouk B, 从 右 图 看 出 4 
OA— OB--BÁ, $ 


Ae TRARRE BA 恰恰 表示 了 向 量 下 , ER 
去 与 BA 同 长 同 向 的 有 向 烧 段 外 ， 其 他 性 

何 有 向 艇 段 不 能 代表 满足 上 式 的 向 量 下 。 这 就 是 说 

(8) WEGE A—B-XHBEkX BR-—T. 

这 样 的 向 量 X SERERE A dB E AXAB, 

在 以 上 的 亲朋 中 ， 如 丰 = 召 ， 旭 点 和 4 与 点 B 将 重合 在 一 起 。 
因此 , 向量 44 一 如 将 由 以 同一 点 作 起 点 又 作 和 焰 点 的 有 向 亲自 来 表 
Fe RRHH RRK SAA, UOR. 从 而 对 于 任意 
fidi A 有 


图 2.4 


A 0-042 4A,. 
还 有 ,在 方程 A- B X BE A-—O, H 


4 第 1 种 Fiş Gk V EEJRISE 
O0 —HR-4-X. 

Xem B AARSE 0B 和 代表 向 量 X k eE OB A 
HRD gae 47 PHIIDE BH E PAGE, 3EGE Kir FE EAD IRI 
FE EROR ARO, 也 就 是 说 , 要 得 出 起 点 和 条 点 一 致 的 向 量 , 就 
非得 要 OB 3n OB' Em Ic f] T Rf, 

XT fk B ls mee Jy p Baia) — B. 从 
此 有 

B-O0—B)-(—B)T-B-—0. 


E] 2.5 Ed 2.6 


mum, PDEA Bai, f8.A4— 5 的 作 图 和 图 2.6 

HERE. 清楚 地 看 出 | 
AÀA—B-—A--O—-B), 

EEI LÀ B mie, Am A — B, 则 得 AA 代表 一 个 长 
是 A 的 二 信 , 方向 与 和 有 4 相同 的 一 个 问 量 。 我 们 把 这 个 向 量 记 成 
A x2 m 24. 

JE gu —RW AUF. E a 是 一 个 实数 ， AETHER, RE 
aA = Aa 表示 一 个 癌 量 : 当 < 是 正 数 时 , 它 的 长 
^ A Aha, ERA up A III; 关上 是 代数 
H EREE A Bylalf., rpm A Epis 
ASTRE, MAARE 

Bp 3.7 (—DB- —B, 
E FREA I] E Eee HIDE DÀ T= THN, dp PEIS4 ETBIEN, 


3 向 一 的 楼 性 禄 关 性 与 继 性 元 关 性 G 


(4) (a -b) À —aÀ--5A, 
(5) aC A B) —uÀ- rs B, 
(6) &(bÀ) = (ab) A, 


53 向 又 的 线性 相关 性 与 线性 无 关 性 
一 个 而 最 入 答 出 时 ,与 之 同 向 或 反 向 的 向量 召 可 写 为 召 到 
因此 ,以 I= N 
aÁ --bB—0., (8.1) 
XXHDDORSETUE, RIRE OUEST EH A LB, 如 有 不 同时 为 
SENSUS T3 a, D 使 上 式 成 立 , MAHA 
TEHES. ITEE AMER O, 常 有 
0A--10—0, 
所 以 任意 向 量 AL RISE O KERER 
的 。 我 们 今后 恨 定 入 , B, C, D-- 所 表示 的 
s DARE SE ST 
与 向 量 AL R RSK B De LORBOR 3 生成 线性 相关 ， 
反之 , n A RB RRX, RI (3.1) Er, BIE a 和 5 中 至 消 有 
一 个 不 是 雳 ,例如 说 0440, Xi, B= — A, B3n A lii ios 


反问 的 。 
Jur el A 和 与 它 刻 非 园 向 又 非 反 向 的 向 量 吕 为 已 舱 , 则 如 图 
3.2 pretinm, HERG. D ior, 只有 < 一 2 一 0 才 行 。 和 象 这 样 的 


图 3.1 


Tun EH pr To Te 


8 ili Elm ux ESSEN 


PIT EA B, (9.00 H24NGEHERT e—5-0, BDESETUIAUME 
PEE. 


图 3.3 


IRE GAAR A SB et. B, 如 图 3.8 
RW, xp FTE C, 满足 C—LA--mB mmi 
tW HORE HUE, TE =i m=, ga 

qA --5B--cC—O. (3.2) 
这 里 e PETF, RHE, ATZAR A, B, C, 如 有 不 同 
时 为 零 的 三 个 数 a, b, c4 Esdr, 称 这 三 个 向 量 为 线性 相关 。 

从 此 可 知 ， 通 过 一 点 上 且 在 同一 于 面 上 的 三 个 向 量 是 线性 相关 
的 。 反 之 , 如 过 一 点 引 三 个 弹性 相关 的 向 量 A, B, C, 则 (8. 外 成 
立 , 4，, 了 ,5 中 至 少 有 一 个 不 是 零 。 例 如 设 c 天 0, 那么 ， 

C——24-28, / 


于 是 A, B, C 在 所 一 平面 上 。 
HEER, HATA, B, C, Zm RESET Fs] — 25 [HT 
. 上 , Má 8.4 RUR, BERAS. DE, RIEF 4 一 b=c 一 0 


$3 人 疝 重 的 楼 性 相关 性 与 态 性 无 关 性 F 

直 成 。 象 这 样 的 三 个 向 量 和 4, B,C, 只 限于 amb=0=0 时 式 
(8.2) 成 立 , 称 尼 个 为 线性 无 关 。 

过 一 点 引 三 个 六 性 无 关 的 向 量 A, B, C, 那么 ， 它 们 不 会 在 

局 一 入 而 上 。 因 此 ,如 图 3.5 所 表示 的 ,对 于 空间 内 任意 向 量 五 , 满 

EDIA+mB+nC 的 了 mm 存在 而 且 可 唯一 地 次 定 。 于 是 ， 


NL i= 一 也 m, n--——., Ri] 


a.À 3- B 3- cC -- 4D — O. (8.8) 
这 里 d TATA., -RPR ATA THE A, B, C, D, 加 有 不 
PEA EAI 3a. b, 6, d, EARS, RUERXXUM T 18615 A e 
性 相关 。 

内 此 知道 ， 空间 内 竟 任 意 四 个 阿 量 A, B, C, D —,E RETE 
THX. AA ii A 5 BoRRAEJHOE, DE A+B 0, 这 里 的 
&,b RS E. 4 

aA --5B--0C-0D—O 
当然 成 立 , 这 就 是 说 A. B, C, D EHX, Xhi A, B, CH 
H, WLUGEHORBIBPOVSERBUe,b5,cd4iaÀAd-5B-c6C-—O, TE 
aA --5B-ceC OD=0 
HRE A, B, C, D EIR, Bam A, B, C EHE 
无 关 , 姑 由 前 面 所 讲 的 , A, B, C, 万 必 线 性 相关 。 在 这 最 后 的 情 
况 下 ， 式 (3.3) 的 gx0。 AAPA, a, b, c 中 将 有 不 为 雳 的 
数 使 #4 十 58 玉 十 e 人 = 中， 这 和 和 4, 吾 , 是 笋 性 无 关 的 假定 不 合 ， 
因此 得 到 


222 4 b p ^n 
D — 44 T8 7E LÀ 3-0 B +nC, 


OX HERD Y A, B, 的 方向 分 解 ;, HI LA, mB, nC 25 D ER 
ÀJ E (EAE). 
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$4 解析 几何 学 上 的 应 用 


过 窒 间 一 点 口 ,考虑 三 个 互相 直 交 的 单位 向 量 2, J, 天， 假定 
"E 8 B e UE ETE BB AE s 36 003 ge ds Huy 
处 理 的 。 | 

XXEE-—TBPEPBNDSA HOREE JG X 
的 。 因 此 ,过 向 一 点 0 HEHA, 
"E Tr 

X — rl 4-yJ 2-zK, 
图 4l RALAR A P 4 BRs LIBRI 
J, k; 在, 下 7 两 两 所 决定 的 和 下面 , RR i, J, 天 所 
ERRERA F A, B, O — un, h.v, y, z 的 几何 意义 就 是 
EPAD OA, OB, OC (WESER DAKEE, 

IFF c. y, z Eu EX ACTES AME E, J, e PE E 
或 坐标 。 

在 罕 间 解析 几何 学 里 ,出 一 点 吕 为 原点 ,向 最 7 Kk 所 定 的 
AERJ AHE cR. yr. > 四 的 正 向 ， 出 一 点 二 的 直角 坐标 
(m, y, 2 就 试 定 了 。 这 种 说 法 和 和 以 上 的 阅 法 是 完全 一 - 样 的 。 

EREHE i, J, Kk 的 空间 里 ,又 决定 一 点 PP 的 位 置 , 常用 
从 原点 列 到 点 己 的 向 量 OP， 这 个 向 量 有 时 称 为 位 界 向 量 。 位 置 
p] i E) AE EAE ERR EN SOR, x RTI 

X — ad tr yj a zk 
ZEE r, EAR $, J, k ERK, BpJoIÉSgARNURDUEX e, B, 
Ys H5. MAAG 
r—mT706084, Y=r e E, z—Treosy. 
这 里 的 eos æ, eos B, cos y Aii X 的 方向 余 纺 。 因 六 
tatter, 


i 


"ra 


84 解析 几何 举 上 的 虚 用 | 9 

Er L2 ul dnd RE 

cos" a-t cas? S+ eos? y —1, 

H A, B 如 写成 
ÁÀ — A AU tAk, B= BÀd-- Bd - B.E, 
AU 
A -- B— (A, - B) -- (A ,4- B.) - CA,-- Bo Kk 

GÀ — a4, --a4,3 d AK, 
Alt, A, B EERE (Az, Ays 4,0), (Bes Bys BO Br, A+B io 
标 就 是 Art Bs, dyt Bys ALB.) 向 和 的 坐标 就 是 GAs, CAs 
aA). 


=- bm Er Eu Lo El. T ls OEF. F Pi LE -7 db Fr ~ 42 - WJ NA -ow4qUg Fr —GTE 


4239 内 积 与 外 积 


$9 [5E B pf 


YE PS qure A 5; B, cm a, b, 所 成 的 角 为 9， 
HPR ab cos 8 Xy jd Sx A, B HA R c XE LL. 238 FH B a 
CA, BERT. BIS, 

A-B -= B-A-—ab5 cos 9, | 

REREN A, B 的 有 向 线段 分 别 是 O04,，08, 从 和 4 引 0B 之 
S, E ERLA A, JA B 8| OA ze aiite SRUE SCA B', ROBA 

| Od'—acoa80,  OB'—bcos0, 
SV EB EE E: 
A-B—04A'-b 5 A-B—ORB'«a, 
这 就 是 设 两 个 向 量 的 内 积 可 以 当做 是 一 个 向 量 购 长 与 男 一 向 量 在 
"E. EXE BAI SEE EE ET EPI CRI AREA, 


Ei 5.2 


p FiT-—ERuO,.SspeT urs, HEAP ERDE Fs, 
一 向 量 ARE ASTRA, Bd 6—0, cos 2 — 1, jf 
A A=, By, A ze 
|A| =v AA 


$9. WEARTEN] 让 
ES Hio 
再 如 A, B HOWsIEN, HUN 6-7, cos0 —0, 得 到 
A- B —0, 
有 反之， 如 和 4, 如 都 不 是 雾 间 量 , HSOA-B—0, H]lcos0—0, Ati 
=z WMA A, BEX, 
由 于 以 上 的 事实 ， 对 于 三 个 互相 让 交 的 单位 向 量 训 了 ,大 显 


EH 
一 了 -一 区 k=l, j:E—Kk-i-—i-—0. 


$6 miti ET BER 


$uBE4gE4, B, C, DO AS RREKOR In] d A i. 
向 线段 04, 其 次, MAA SR SIRE B HERRER AB, 
Agi A--DB uw HURISEREROB KER, 从 点 4 SB Ug 
3kyr-3Rok(p at CARARE OO, XpiEGBARENEBIA A, B', RU 
(A+ B)-C—-0B'-OC, 
33-—H iH - 
A-C-«0A'-00, B-C— A'B'-OC, 
于 是 得 出 
A-C--B-C — (04A 4- A'B') .OO 
—OB'-OU. 
由 以 .上 两 式 就 得 到 
{和 十 二 C= ACEBC. 
SARH RARA EAEE, 
HHE A, B 关于 三 个 互相 站 交 的 单位 向 量 记 7, 天 分 解 成 
A-AZ4-A,J--A,kK,| B— B B,j4- B,k, 


xxu, 


13 Hia SE23xx — PAD m 
Gm LÀ | A AZ-- AS A2 一 | 有 | — A BI--Bi4- Bi, 
iin A. 
A«B— A,B,4- A,B,43- AB, 

Mt. pst A. B Er SEES 9 H 

ĝ = LA HB E A, Byt A.B, 

BUT M ATA A BIMLBiES BU 
SIBI E A 5 B HEZA 
Å Bat A,B t A.B, 0, 


87 向 最 的 外 积 


两 个 向 量 首 与 召 烙 定 后 ， 如 果 有 第 皇 个 向 量 ， 它 的 长 度 在 数 
值 上 等 于 以 A, B 为 邻 过 的 平行 四 动 形 的 面积 ， 必 的 方向 垂直 于 
A, B Bild pdt die ERIT A, 
则 称 并 一 向 量 为 向 量 生 , B 的 外 积 或 向 量 
积 , 通常 用 AX Bu LA, B] dem, 
00 8HIGE--BUE, dn ALB 的 长 分 别 为 
' a, b, 宪 们 所 成 的 角 为 9, 沿 Ax B ZAM 
的 草 征 向 量 记 以 e, RU 
7.1 AxB= (ab sin fje, 

”商量 A, B 的 内 积 和 它们 的 顺序 无 闫 , 邹 A-B— B. 4; 与 此 
相反 , HEA, B 的 和 外 积 是 和 它们 的 腻 序 有 关系 的 。 从 外 积 的 定 
Y, PRAE 4x 召 和 向 量 吾 x 四 的 长 度 相 等 , 方向 相反 。 
因此 ， 


AxB--—HBxA, 
Ai FPE Pm FAFAO Bg M, fnblOP-— X, Ri 
M=XxF, 
£i 2 EOR AAE o R, AEREA o 36 EHE , 
"Me BRE Bar xdi HASARREA e, Ei e 上 取 一 点 0 BUE Ett 


A. 


88 qe SHEER 13 


意 一 点 P AER v, DL OP-X, A 
U= wux i. 


图 7.2 图 7.3 
如 果 向 量 和 4 与 吾 是 同 向 或 反 向 的 , 则 因 9=0 或 9=w, 所 及 
Ax B-0, 
TIBUL 
À x .A—0. 


友之， 如 两 向 基 AS BH rE EmA AxB-—O, Hj 
sin 9-—0, 从 而 6—0 25 6—o, 因此, 癌 基 Ame ic B F T. 
BELEH, TZEREN yr qe d, J, 天， 当然 
会 有 
ixi—J3x3—kxk-oO, 
Jxk——KRkxj-i, kxi— —ixk—j,ixj-—J3xti-k, 


88 向 量 外 积 的 分 配 法 出 


SEA] ELES 035 m Bc 3 PESE Er 4r ORE 

(A--B)-C— A-C-- H-C, 
间 量 的 外 积 由 适合 分 配 律 

(A+B; x C— Ax C4-BxC, 
IX TERRE E. 

. 普 先 我 们 提出 一 桩 值得 注意 的 事 

io PEBLAX C REA A, C 所 成 平行 
Pu347E BD, EETA, CH 


- 
A — Lo LB 
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和 它们 形成 如 右 旋 坐标 条 的 方向 为 方向 的 向 量 。 央 此 ， 如 通过 起 
点 0O 作 垂直 于 向 量 亿 的 平面 e, Mii A ox C 在 平面 = 内 。 

向 最 A EPIN m ERENS A, RI A, C 所 成 的 下 
行 四 边 形 面积 等 于 A', C 所 成 的 长 方形 面积 , 而 且 A>C 的 旋转 
方向 和 ASC 的 旋转 方向 相同 。 因 此 ， 


A x C-— ÀAÀ' xE, 
同样 ,如 向 量 B eee oc LESER SEA B 的 项, HU 
BxC—H'xC. 


3 —Eili, AAYA ic AtB Ep o 上 的 以 直 射影 是 4' 十 B', 根 
W ERI TERJES (B 4H 
(A+B) x C (AABO x C, 
Ed ii , SERE RA 
(A+B) xC-AxC--BxC, 
EL x uH 

' (A'B) x C— A' x C-B' x € 
就 好 了 。 这 就 是 证 ， 在 向 蔓 A, Bp T8g1k 她 的 情况 下 能 
TRIERA OE SARI. 

i id; O SBDÉETSIEEE 3E zs C, 
biete O MESE ACH T8] BEER Dade EC S 
Hio, DIOJHE ARE OA 3€ 
THRA, EA A pte RS UESTRE 
图 8.2 AB desi B, HARRE OB deo 
Hi AtB, ASHER A, B, A.B v. 

HARA, B, CC 之 长 分 剧 是 ,5, 6。 BAHE 4xC 和 向 
BA, C 中 的 每 一 个 都 慌 直 ， 所 以 家 在 丰 面 ww ARBIA a’ e 为 其 
E- H EHHE 4 作出 向 量 4 xC, 只 要 把 A BANE C Iul 


A A 


E E 
(A TEC Ar H 
«C AC 
: at 


B Bp 


 BRGIUB 8.2 PIRARD — 41-1878, BREN c 415 8 3e 


$8 psg yay RGERJ 15 


就 行 了 。 同 样 , mme DIRAE Sxe, HudsBIEWBSME 
C pie Car IPS SBIHIBZ II) $89, EE Bd c [8 x8 26 
就 好 了 。 | 

两 此 ; Hia C Xd ACAR bie ( 沿 图 中 第 头 所 指 方 向 ) 
— uj. EAE ELA 9 为 中 心 相 但 地 扩大 CERES) c 信和 就 得 济 
人 入 04'B', gitti RHET OA oig A X C SE ERES ABI dem 
向 量 BxC AERE OB 表示 了 向 最 (4 十 B) xO 由 于 

O B! --O 4' 4- A'B', 
所 以 有 
(A+B) x C— Ax C-BxC, 

这 就 证 明了 所 要 证 啊 的 关系 。 

MSIE A, B ARTE T EE BÉ rati J, k 
ZB Y. | 

A= A, 4- 4,4 - A,k, B — B,i-- B, 34- Bk 
时 ,有 
A x B— CAE A3 AR) x (B, B, -- B,Á), 
HIRE 7 k 两 画 所 成 的 外 积 到 式 马 肥 外 各 的 牙 配 六 其 ,得 到 
Ax B-—(A,B,— A,B))d4- (4 一 4 了 (dB — A, Bake, 

如 利用 行 刘 式 符 号 ,有 .上 式 可 疏导 成 


i j k 
AxB=| A, A, A, |, 
B, B, B, 
Dl NETSRPIJFOFPRRO 23S M,BdSnbLOP-X, X 
M -XxF. 
MEH P JJ 33850772 ED 
F-cFQS RP. 


RU 
= 
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XOLG EIRFA O HXBSET ded ZXcuoBSEZ$. xx 
TEER A ERRA Enc e DERE A43 PU 231235 RU] o 

例 同体 以 角速度 o kehen, ADESSO, S8OP — X , RRJ 
EERS P PEH ve n Hi e—exxGHiDBD$V.u3), Weare A 
ax i8] — cx O WIL AA ECTEUEBE STR BUE ws wa c. SETA XR IRURE T. 
一 点 P ARS petim PRERE H 

一 人 
AI. FJER P ZE o h FRAR 
D— US + OQ a A a A H emu ttha to aXX, 
AELA 
€) — à, T- tHe E 
出 
DL x. 

APEI, Ai OP ARE E TAAA E o pE EE, AERA 
[E] ig: co REA Te] CREARI THE T UU 33 A 


第 3 章 向 量 代数 的 一 些 公式 


$59 数量 三 重 积 


通过 一 点 0 分 别 引 有 向 如 段 04,08,00 表示 向 量 4,B,0， 
HE Bx C LERT OB, 00 为 邻 动 之 
于 行 四 边 形 OBDO tay f ERA i] 3E TEC 
$B, C HABD A EER, EA 
有 向 多段 OP ERE, 

Alt, A- (号 x 人 等 于 04 在 OP 上 的 
垂 冰 射影 之 长 , 亦 印 从 4 直到 平面 DBO 之 
PRE AH (A 5 BxOC Erin fgu ig 5 uj 9.1 
时 它 是 正 的 ， 成 直角 时 是 0, 成 钝 角 时 是 鱼 的 )， 和 亚 行 四 边 形 
OBDO ZRA, 

ARER, A Bx C)SE-PELOA. OB, OC XARA 
行 天 面体 的 体积 , 这 个 量 当 4 m B CC SR f Dae 成 直角 时 
为 0, 成 钝 角 时 为 鱼 。 : 

向 量 A 3m Bx C RR feat, dS Eit A, B, CREN; 
y $6 £80, ei ps Éo 

容易 知道 : 如 三 向 车 A, B, CRER, 则 B, C, AR C, 
A, B 3&iEW; duisi A. B, CRAB UB, C, Adm C, 
A, B 3 yg, C 

HALARE, WIKE A, B, C 成正 向 时 , 则 A (Bx €) 
SPERARE ; d E RRRA n S RIPE AT C zT 
ARMER, 这 个 平行 六 面体 是 以 A, B, CHENAR 的 禄 所 


m 
e 


i8 $8 lE ABE 向 量 代 数 的 一 些 下 起 

MAIJ EBristi. vr TESI 

A-(BxC) —B-(Cx A) -C- (Ax B) 
—(AxB-C—-iBxCO)-A-(CxAy-B 
ELA 
A-(BxC€)-— —A-(Cx Bj - -C- (Bx A35 —B- (Ax CO), 
如 疏导 一 下 ,以 
A-(HxC€) -LEABC], 
Bu LAB CTÉS ua FER: 

d) A, B, 成 正 癌 了 时 ,FEBC] >0; & ith, L45C]-—0, 

(2) 三 向 量 A, B, C teet, TABORE, 

(3) 三 问 量 A, B, C 中 任意 两 个 交换 时 , [4BC] 的 符号 
HE, | 
&-seEA,B,CICFPHOXURBRfri E i, 了 ,下 分 解 为 

A — A LA AL AK 
B= Bit B,J + BK 
C=C4+0,}+0,k, 


RIS 
BxC— (B,0,— B,O,) d -(B,O,—B,0,)J-- (BO,— BO) k, 
Tif 
A. (B xC) — A,(B,O,— B,O,) - A(B,O,— B,C) 
+ Asl BID, —- BO,), 
检 而 得 出 
| 4. dy A 
[ABC] -A-(BxC)—| B, B, B,|. 
| O. O, Q. 


从 这 里 更 容易 推 得 


+i 


$ 10 1m xb — xm dH 19 
A. d, A 
[LABC]*—FABCILABCI— | B, B, B, 


C, Cy QC, 
A tA; tA A,B,4- A,B, + ALB, Dran 


2d, tB A, B.A, Bz--JBL-- B. BO B,C, Tr B,O, ?} 
C.À,--C, A,--CLÀ, CLB,--CLB,--C.B. O2 E C;-- 05 


AmA 


(4d.A) AD A-C) 
(B-A) (B.B) (QC) 
(C-.4)  (C-B)  (C-C) 


HILERA SETA CO BD ERE OA, OB, OO 表示 
HEA, B, C 时 ,这 些 线 段 在 同一 平面 上 的 条 件 是 
[LAB C] —0, 
这 也 是 三 个 向 量 A, B, 成 粮 性 相关 的 条 件 。 


[ABC]? = 


$10 HEZEA 


我 们 将 证 明 对 于 三 个 性 意 的 向 量 A, B, C, 成 立 及 式 
(Ax B) xC- (AC B— (BO) A, (10.1) 
这 个 公式 固然 可 灸 用 和 前 车 类 伏 的 几何 方法 导 由 ， 但 在 这 蜂 将 利 
用 坐标 来 证 明 。 
把 向 量 写成 
A= Ad A T+ Ak, B= Bl-4- B, 3 4- BE, 
f C—C.E--C, 3 + Ok, 
网 因 
Ax B— (A,B, —A,B,) d 4- (AB, — AaB) + (AsB,— A,B.)k, 
故 有 | 


". í- mm 
Q0 AUR el 
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(Ax B) xC—[(A.B,— A,B,)O,— (A,B, — A,B,)O,]t 
t [64,B8, ABr) 0, — (A,B,— A.B) C. 3 
t [CA,B,— A,B,)0, — CA,B, — A,B)C.] 无 
= CAO ,2- AC - A,0,) (B.E --.Bu -- B.) 
— (B,C,-- B,O,-- BO (Ad AtA, 
这 就 证 明了 410 .1 了。 
HOO.) fRHH 
Cx (Ax B)—(CE)A—(QCASB, 
在 这 里 用 A, B.C, ARC, A, BHI 
Ax(BxCO) (AC) B—(ABC, 
mir(0.D 98. B xC C 时 ,就 有 | 
(A x B) x LBxC) 21A-CB x O) 4B — LB- CB XC) 1A, 
但 因 
A (Bx - [ABC], B. (BxO =0, 
EA XT HB 
CA x B) x CBxC€) —TABC]B, 


$11 [X — Hx 


IRE G, ez, es 是 三 个 弹性 无 关 的 正 向 向 量 , 是 性 次 的 向 
E, u o 定 可 写 做 | 
| v= pe +Hoe tH te, 
”让 里 名, 65, v RER oL, 2, 8 RE MERS, 
第 二 .第 三 支 量 。 今 后 我 们 用 注 在 上 角 或 下 骨 的 记号 来 表示 数码 。 
ERAD 


^ g 
p= M ue.. 
=l | 


811 [pm 3 — m 2i 


今后 我 们 还 可 省 去 符号 P, MIR 
H= pe.. 
EBE, x, A. uo ce EAST TRAE 1, 2, 3, 如 果 同 一 指 
标 在 一 项 内 两 回 出 现 的 话 ， 痢 就 把 这 个 指标 分 别 写 成 1, 2, 3, 把 
这 些 项 加 在 一 起 表示 总 和 。 这 项 规定 有 时 称 为 Binstein 38547. ` 
24 phe € 3 EHE ERE: v 由 
(0)? — (Ve) (v"e,) = (C,€,) v^v* 
XB. AE, du LJ 
€,*€,— dul = dun) v 
Big tv mde v wp 
| (v)? — g, Uv". 


Pi THE 


各 一 入  tP-—wuw"e, 


Bir o. 0 h 


Ai. AER goro” ED D LARRE Sila I EROR 
Gaa v" — gav Wt gav twa gigo v? 
H gat ol + great w? -H gpt o? 
H gad! gaont -- gat n, 
因为 这 个 式 是 所 户 正 值 二 次 形式 ,所 以 由 Jan 所 作 的 行列 式 yg 
应 当 是 207 | 
Ji is fis 


ğa des r3 
Qar Jas gss 


g- >0. 


TT 805 Lh TH, TH 一 
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(E161) (€162) (€103) 
[616:6] "= | (€261) (€62) (E283) |— 9, 
(E361)  (850,) (€383) 
如 更 注意 到 e, e2, es EIEI PJ, 8] 


Le1esez | = V. 


RESI AS REOS XB 
gii fis fis 
(aix fa oo ga 
Jai ges dus 
gH già g” 
gw 一 g” g7 g” 
g” g”? g? 
dem. Hmh, A g$U—3.". AA 
| Gua” — O4, 


XH 05 xk— T REdR. 当 w 一 上 时 是 1, MpPesgeH] RO, 称 为 
Eronecker 9, 


利用 这 个 9” 规定 
ex 一 9" ^e, ; 
从 而 有 
| €,— g, €", 
于 是 由 
ee, — ( ge) e, 一 一 g“ 4 Cen) — g^^ Um y 
FFE 
ee, = Os, (il : 1) 
还 有 


€^e* — (g^*e,) (g e) = (6,6, ) — g^^g^?g,, — g^ "Os g^", 


$11 MEZER 23 
sep 
e'e*— gn, 
我 们 称 € €r, €; Zu] EE — 18 3. riple), e7, e?, e? EREB 
SZER. | 
JA (1.1), d ee =0, €e'e;—0, Bdyt, e' 和 es 以 及 es 部 下 
r TEA 
et=a( E X 04) 
Bro D e EAH AAA UB 988 2. AA CLE. 1) , 7534 
Ji 2g 1, TEH 
l—a£,-(85 X 65) =al ELE] 一 ww f y 


Pi, xm， 从 这 里 就 得 到 


e 二 —— (Es X Ex) " 
^ d 
Se Z RIFE TRE 
-. EZ 
e? y. xe) 3 & gj xen i 


利用 这 样 的 三 重 系 EA 0 SM U = oet o e+ v?es HT, 
ERZE v6.95, 2 可 以 容易 地 求 出 。 作 
Ut — Ue =V CH t Ea tH 0E 
和 e, e^, e* HPR, MI 


t€ —V!, vc.) —w, Ceen, 


再 如 以 
UC, = Ua 
划 
y =p €, 22 (0*6,)0, = 0” (Cp C) = v" gui, 
JPEN 


Oa = V A A. 
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$19 三 重 系 的 变换 


Hi — iR IEIPL Bg — SER €i, €z, es 作 方 程 
e, 一 Ape, HA Ee + A1 ECs, 
€, = ALe + ALe,-- A63, 
ey = Ape -- AZE t Aves, 
JPEN 
€, = ÀLe6,, (12.1) 
AIR EETA E Er, Kif, ev, €x, €x DX — WORDS 
要 充分 条 件 是 ， 
A= A706, 
AREMA [eve6$»1 [ejes] Pr i XI BJ. 
Xüar AD dX RTL BR CALO PPE PREE Xe CAZ ) , B 
Ar ApS ür, | AXAL-ÓL 
[3 Ut, h ev 一 4xex 解 出 e, 可 得 出 
e= A ev, | (12.2) 
更 设 某 一 个 向 量 ETER 6, 62, 6G AnA 
U= "=p 二 ea， 
关于 另 一 个 三 重 季 Cry €r, es 表示 为 
=p" Ee =p" er 十 
X&BHT OR 
v" €, = v*e,, 
在 这 式 的 右边 ,ev 以 es= Are, ACA 
ve, =V ATe,, 
再 注意 到 eo 是 线性 无 关 的 这 桩 事 实 , 就 得 汉 
p m AX 


ks UESETRPL SEE e 的 支 量 or 受到 和 三 重 条 之 变换 (12.1) 


d 


$213 i3 TE 2n 
JB BETA. 因此 , 我 们 称 o hb ]]hRO XD — ÓHÜD 61, €. e: 的 
AFE, 
TC XM 


C-E, = Dr Dp, = Uya 


BU 0, A vw 之 关系 。 作 ex 一 A%e, 的 两 边 和 和 向量 MALE Yr 


Fk 
Va = AV, 
这 个 式 子 告诉 我 们 , 0, 受到 和 三 重 系 e; €n es 之 变换 (12.1) 4H 
FPE, Aik, AP o, E ngu € AERE, 
再 试 求 与 三 重 条 €, e$, es Ak, EPMA EH 
| fis 77 €,* €, | 
WIERE, L4 
fine m evt EV. 
TERAPIJE A JA e, — Ape,, e,— Aze, RART, A 
guru m eye, = CÁIE,) (Ae) = Apiw CCa) , 
而 有 | 
gue = Ab A gn 


$813 R É 


例如 有 关于 三 重 系 ea, es, es HR T 以 及 关于 三 重 系 ev， 


ey, €» 的 量 Tars 当 两 个 三 重 条 之 于 以 
e= A 6n G =A Eey 
karni, Ta 和 Taer B 
o, "Tru = ARAR AST 
ERER, XXETIA T 和 Ter ARFER AF 1 阶 、 HE2 
BrEA Æ (tensor of contravariant valence 1 and covariant va- 


lence 2) * fn T's 3 Ti 为 和 个 电量 关于 三 重 系 的 去 量 。 za p 


bh dg a TM LESE 


^ t 
"T,, br repr, =% c spe 
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Bit. EM o BLSSREC REEL IBSUREBEGUE, 

HAE pr. pss 0 MAIR m Peg 3S dPuR EE (coniravariant 
tensor), Ma Ot. Æ q ieme T R E&E (covariant 
tensor), ikas O 阶 、 协 变 0 EPIS TE RUNE ME AAE 1 Er. Æ O Dt 
AE e IA AE qu] hr. ide O pr, AE L REGE Sede E IS) Eo 

B EBBCERI PIOS v" AW B] EISE EC. 2; EBE [m] St 
HISE, gx REBASEREGRRIX BRS gua DCQRBUBROVEEERSREE, 

DOTARE. 

OD) ARR, 例如 设 ，R 与 ou ZAME EAM E 
的 R+S = Tu, hT R 之 变换 式 Ro” = ALALAZLRGS 
A S un 之 变换 式 SUV m ALUATAZSLI AIM F 

Ryu” M Sup — AL dp Ak CRI 8-875) , 
JrB Tz = ARARAT a, EARN T EAR X E. 这 个 
a iP 2 BU P 71-0 oe Ho 

(2) FERRE Aink, RU S AERLE RB 
— Su —T ud I5 E A RRA A T ei o 

(3) 两 个 向 量 , Pliit R,,.55 S;" cx RHET P 

BR,,S TuS, 
HAF Boe 之 变换 起 yp 一 二 和 BY 之 变换 式 
A = AR AZ S 
. Em Russ m AL ADASAZR,US;", SPER 
Tu ou = AY AS AS ANTI 
Ji ie XE P] xut 32671 e rS 2 BILE ie E m s 

(4) 一 个 张 量 , AS EL, KEJ, 使 它 的 一 个 省 变 指标 等 
于 一 个 协 变 指标 , 按照 规定 , 应 就 这 个 指标 分 别 取 1,2, 3 时 的 量 
加 在 一 起 而 成 的 量 uu. 由 于 在 Fou 的 变换 式 

Rowan = ADADA, A: Ps 


d 
í 
2 


A1 a 
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EJI v» =, MDEE R7 — A5 A 的 原 态 ;所 以 
'E dé — Tua EPIE EE V'EHEuakERBIESP22, Xia 8E 
ec BUR 9 Cox So fia) (contraction) 。 

TREO Tug 62. ARAE EE nE ARRE, Jur 
果 有 已 知 的 任意 癌 量 , Adrik S^, A EHRE IG BEES RUE 
得 的 Ra S 3 — 4 BEDA RR , JUIRTIBEXE Bu 35 738 E 3 Eo 
J AME? doy S^ A a o Ege eh de. MCEdUASSMGA 
BEE — ARALD, Boos S^ = Ardi RS" G Rear” AZ AX S" 
= Ap Ak Raa o", BEDS S^" 的 任意 往 就 有 

Rigal An AX = ALAS Rois 
MIER Ropa” = Ardido Ak Ro BE. 3XHbutscULP/EREd 
HJARA quotient law of tensor}, 

EZE Euclid 空间 里 ， Wii 2E Y HEZEA, METZ 
AEG EA Ja JA ER EE d EAE Y. 

HEREA A AER 9^" Re— 3 A58E EC x fe. 

[E] ik € Ejk € — v*e, 的 形式 时 , vw” 是 堵 变 向 量 的 支 量 。 如 过 
t:€,—2,, M o, 基 协 灾 癌 最 的 支 量 。 这 两 者 浊 常 有 关系 

gp, 一 oz ， 

因 这 里 的 v. 是 性 意 的 协 变 而 量 , v" Xyiaedp he. 根据 号 量 的 商法 
Ri , 推 知 0^" ERRIA d. 

Rir Auke Du". BRE isEIECGESE EH 

T pru =T n. pas 

Ta 扫 是 一 个 号 量 。 个 这 样 地 利用 gw 或 $" h TERET 
— "rick BEP EE TERI (associate), 

E 2S FETÍRDEB FE ERE tech RT A EI s IR] JL 8T 89 SUE ERST 
di . Br ZO) Se A h n BHE EE o 

BAER, A E € 这样 一 个 对 象 , 如 用 o" ERE, M 
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考量 ,如 用 RDE MEADER, 
如 革 一 瞩 量 的 支 量 了 ,x ATE TEER, AERA 
Tu —Tu T=) 
Br. BUD EÉRUOCARGNOCG HEBSIBUIA*ERGt.—42EEXOr. FR E 
TRIESE Y u5 A ENPRAG. HTAA E 38 ds STR B 
( 反 称 的 ) 线 量 时 做 对 称 张 量 ( 反 称 蝇 量 )。 


pre 
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$14 向 量 的 微分 


假定 一 个 向 量 和 4 随 着 一 个 数量 参数 ,例如 时 间 + 的 变化 而 变 
化 ,也 就 是 说 假定 向 量 4 E— TRESI i 的 画 数 。 对 于 这 样 的 
事实 ,我 们 以 如 号 A — A (四 来 表示 。 

现 遍 以 一 个 定点 0 为 起 点 ,， 引 有 
向 线段 OP 表示 向 量 和 (0, PIA CO 
随 着 i 的 变化 而 变化 ,所 以 裘 示 它 的 
有 向 线段 OF 的 萎 点 乙 , 其 位 置 也 
因 # 的 变化 而 变化 , A P fidi d 
zziii diri, 

BERIE t H, ERE A) 图 14.1 
HERRER OP, SAE tt ALTRE ARR A 从 的 有 向 
BERA OP, HE AGH) — A (ap AE 6 KR EE PP 来 表示 。 


因此 ,后 一 向 量 以 Ai de B (8 DJ -元 KR ARR 


À G+ A?) —.À (2) 
At 


可 用 PP'z— AUN ERER. 
qiu at ERARETO 时 , 上 一 向 量 无 限 地 接近 于 一 个 以 P 


20 TEDER Fia H EHA 
2e P0 AE EET ELE PIER IGI R ARER 8 c A 
X0 A (XE HER DE A xA gem, quies 
dá Att 45) - A 0). 
Zt f 


— — — [irm 
dt dt-«ü 


如 果 -< 仍 是 1 HERR, SEPPER ERR A REDE 47 AS RO 


aree /dA PA eray d/PA 
h, PAEL- (55 )— 5, 同样, aur pus s (55-) 


Ht. AUR 和 4 是 和 t 无 关 的 一 个 定向 量 , 则 很 清 候 地 有 74. o, 
gx ie A 久 关 于 一 个 三 重 腔 所, €», er 以 
AH — A! (De, A eA eg 
RPR, EWE A (0. A7 0), A^ 0) — A083 t BR A 


HE, 
A(-r A0 —A(Q) A UHA- A(5 。 
dt dit $ 
z i 1 d 
LL APTE At) — AP (0 e (i A0) —A (1) e; 
A At 
在 4 一 0 时 的 极限 有 
dA dA! dA” dA? 
Hd td Pa es 


亦 色 检 一 间 量 的 且 问 重 之 支 蔓 等 于 访问 量 的 支 量 之 导数 。 
HEATER +t 的 微分 满 是 以 下 的 公式 : 
d om d d 
ur (A-B) =q Atr B, 
d d 4 d 
4; AP y A di B. 


d "at d 
qr 04 7g Ata ap 4, 


§ 15 fern EA EUR 31 
L (As B)= 44. wB +A T A -= 


4 (Ax By- ^ A .B-AxÍ D. 
ax EG SCR EIE I] a PEER ERENER HF 

这 就 是 说 ,有 关于 阅 量 之 和 与 莽 , 数 革 与 向 量 之 积 , 向 其 之 办 
积 与 外 积 等 等 的 征 分 洛 全 和 普通 微分 学 里 关于 丽 数 和 、 莽 、 积 的 征 
分 一 样 , 服从 同样 的 法 央 。 但 应 注 肉 的 是 向 量 的 外 积 和 向 量 的 须 
FAE 因此 ;在 写 以 上 到 式 中 的 最 后 一 个 时 要 当心 不 查 把 顺 厅 撒 
乱 ,, 这 蚌 很 重要 的 。 


$15 在 侄 阅 曲 茜 论 中 的 应 用 


m zm Pia xis. DER. Eg ER Po 391 XE dx, IE 
Trulia — 977 fo BEER EE SE JU s. Mih LANMA, 可 以 由 
SKE, Ak, 在 宕 出 闪 确定 一 个 定点 0, 如 以 7 一 0P, Hi T w 
为 s 的 画 数 。 这 个 画 数 用 ?fts 表示 。 如 果 
利用 以 0 JAER RIZA TANZ B is 
Hi, J, k ERI r(e), H 

T (s) =el iyaa k, 
HoF ov. y, 20- s BIRAR, B 

( MEE r) s pE "(3) 
向 其 DT. ,由 其 寇 义 
ETa E ERRARTE P UR. JB OPE XE TG ds) —m is) 
cdeOguk PP' 之 长 ) 与 s gk PP') 之 长 的 比值 ; dE SI, 


所 以 上 面 的 G 是 单位 向 旺 。 因 此 ,如 命 


ris ds] 


^. 
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Bl £ Ru P Ab TRUE mA ígnusbprig im. CBE mU UJ 
FRETTE 
X-—T--co, 
这 里 XEHEA Ocmpntu)ER BIEXCOPURSUBDER] EE. a RR ACE, 
Jnd P 到 这 一 点 的 距离 。 
pBXUpESOXQY.Z,MpEESCAHWOS E RAUS i 


AX —z-a LA Y —y--a de , Z-—za 


ds ds * 
Ait, $093 5 Ee 


mem — ——— mnm | 


da dy da 
ds ds ds 
容易 看 出 ， 在 点 P ALEATORA PAR, HORS) ERU; 
程 是 | 
dr 
yr A —f}=0, 
项 支 基 来 者 示 则 为 
dr, dar E QE (uw x 
tis) (2) dz -E:IEAE Ri 


-E— R r (S) ABRE E (1503 — 
号 T(s-c-s) 处 的 切线 E-A s) 
Bi 85g 49. 天 在 点 了 处 , 曲 
继 的 曲率 定义 为 


tis+ ds} 


tds) — tist) Jn 
Aea, Wig LB AAIR BI 223 
图 15.3 Hi, ANGRE Im 88 £5 5 7r il 


am 


$15 ÆN Hia p 89k H 33 
ZERI VERSIE A Z JEEE, E V. DERE REEL EIE, 
3s zs P3ESIE S A HREJ m E £00 AR Eat ds), 
aw prapa 40， 向 量 #rg 十 dg —f(s) 之 长 记 为 A, Hu 


A 
lim 75 71. 
如 注意 到 ŽE — 100 的 长 县 -外 一 务 人 ,就 不 难 知 道 ， 
问 量 
Um Eist da) —£(2) O 
dz ds = 
BEST 
A AlN 
lim iO 人 )-*. 
因此 
ct 
uds T fi, 


是 一 个 单位 向 量 。 但 因 EEL 关于 s MAA- T0, cn 
t 与 1 相手 垂直 。 向量 旭 的 方向 我 们 称 为 曲 绕 在 点 卫 的 主 法 楼 
(principal normal), 

过 曲线 上 一 点 卫 , RTEA P BW "—— 
切 平面 (osculating plane}。 因 此 ,密切 于 面 的 方程 是 

LX—7,7,5]|-0, 
或 
|X-r, ar EE |= 0. 


ds 
AEE, RIDET 
7738. X 8 y Ja AB y Jèp i 
e CR GR 


Wie 59 zT B 2 RU RE 
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X—g dao du 


—ÓÓ e 


ds dg 
Y —3 dy du — 


—" 


ds da d 
dz cd 


4—* A d$ 


(3) pESE E EIEREE 在 曲线 上 一 上 成 卫 BOIS E Dy f. 

DUGRMIACSIIS n, HU 

Üxn-b 
JE3EIH-CT 35 UIAP E BUE St. ED ARRA RE Hx OP BumRUZESE 
( binormal), 

Bx BE E— A T (S) AERE: UI ^P TAI 53 
—R& t isd- ds) EErEE 2D D Ur CHA] RA do, 
JF BD bis) Ey b(s-- 4s) 所 成 的 骨 为 Ao. SP 
j8.3x Zell ete — p P138 SES (orsion) 定义 为 


图 15.3 r = lirna Ap, 
了 = 一心 zda 


RETER, 23 AE PEE EZE SUIT ,ROSP NEU ZP a e e ERE AE 
HER ERU XERSEE BLZ HERR E 79 tl iie Te — e Bg peas, 


和 以 前 一 样 , WEMA TA 之 长 等 手 |r|。 介 因 


db d B 
ds T ds 6 XfU— 


a£ dn o dn 
ds t+ X -ge TË x js. 


所 以 DP REFE moder bbig b. P —0, pup 


S5 apspgpT b. We. S 是 指向 n 的 方向 的 。 在 这 里 我 们 确 
AE CTUM S 


"agis { 
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fS X, 

(4) Frenet-Gerret AA APAE 
KE E BER EA P EI ue, ED 
Bei, ER n, SES b 痊 对 定义 。 
H, EHA a RR E A 
RPE, MEAE A EEP 
面 称 做 是 窗 唐 平面 。 切 线 和 副 法 线 所 快 
定 的 再 古称 为 从 切 平面 (rectifying plane), H, 


TRE XN 
ds ^ " ds m 
4g n-bxtditd eG. BIBE 
dn _ db d b 
Acus v(nxt)--x(bxm,—sb—xt., 
Ai R TRIB Z X 
db — 
ds — aTi 
dan 
deco 十 了 由 
db 
ds m 


这 些 人 至 式 是 空 遇 此 线 戎 里 最 重要 的 Frenet-Serret 公式 。 
$16 在 运动 学 中 的 应 用 


-一 质点 P 在 空间 内 运动 时 ,在 空间 内 取 定 一 点 0, BM r-0P, 
Hur ERER i BEDS. T—fOGECGLR, 
MA O oh i n Eon iR or i, J, koe n, 
出 有 
f-—2 9j 2k, 
2,9,205 5. t URS, 


56 t8 2348 Ei qup xdg 


(D) WE ma T —v, 


则 和 电 是 表示 这 个 质 吕 速度 的 闪 量 。 因 为 
dr dr ds _ ds t, 


—R — 0 MM 


di ds dt dt 
Aust HEB dE DA v xz. 


v—v:i. 
HR, ie LJ. 
dv dr -a 
Ex] 18. 1 di — qi ? 
Ria ESUStA oio In E Ao. 因此 ,看 
2 de de p,p dE, do, í, dE ds. 
| di dł di di ds di 
XCEEXKCT SI 
Ld 
a-— Eton, 


ARH, Anama HERGES pa] Eg iE BE 2 TRO 
分 解 时 , eie cz n Re E Ur L Ej v? 
(2) inih "OMM r-r 表示 ;在 空间 
里 确定 一 个 定点 0 ,3 引 有 向 如 有 段 


yP p= tf 
P= dr 


HA P' Bd ste Sox afit dc HEELS (hodograph) 。 
YTE Epp dE stb FER. D v — eX, 故 知 其 速 端 曲 
线 是 一 个 定点 P, 
对 于 在 直 六 上 作 等 加 速 度 运 去 的 慎 点 , 因 e — ao — 083, 
DEUS, 
而 且 由 于 ao 和 wo 有 疗 一 方向 ， 故 知 其 速 端 曲 如 是 和 质点 的 执 道 
平行 的 一 条 曲 萎 。 


1 在任 动 学 中 的 应 用 or 


P 
» 
£v 


* E] 18.2 Ep 16.8 


在 融 周 上 作 等 速 运 开 的 质点 ,其 速度 问 量 在 同一 平面 上 了 且 


9 = 常数 , 故 其 回 端 曲 嫉 仍 是 一 个 恩 。 这 时 ,在 上 面 玖 精 玉 
dü do 


人 2 
二 di Hon 


BRA o= ROC, x 一 二 ， 所 以 


do v? 
di T 


IA P 的 速记 的 大 小 是 分， 这 里 的 n 为 原来 的 贺 牛 径 。 


(9) IRE FAJ FERRAR a RA P HR Te E 
gg O R OP PPF REREH Up E EI AE A Ph 


n, 


运动 。 以 OP =r, i EERTE p 
dr k mr 
dte | Y | A T F 

in i} 

dr k 

dm pie 图 16.4 
E EE EPISC, wE E REW, MIATH A k ERIE, A 
385147, 


试 由 向 量 7 和 上 式 的 两边 组 不 外 积 , 剧 
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df 
因此 ,得 到 
rx 57 as WEG (16.1) 
这 个 式 子 只 要 运动 方程 是 如 下 形 区 
Mh Cfr 
时 一 定 碟 立 , 这 表示 运动 在 垂直 于 ae 的 平面 内 进行 , 动 径 OP 在 
半 们 时间 挫 描画 出 的 面积 等 于 定 值 。 


fug rOBICIGO.D Z2 NL A RAIAR 


T 
rx(r x 4 -)-rx4, 


di 
Ri] 
a4 \ dro 
(r a TATT) q; TTX o, 
T Jém Tai n pu 
l(drT^w, adr l/dr Y. dr 
2 )r Pi -3í di )r ” Wi 
| Qf 0T 0 0f 
Ur rm) 
就 得 到 


AIMEE AERA T8 0908 32336 LI ets, 有 

dr 

di? 

Jig FCXEXX TA TH BIER 


d?r |. dfr 
"us (797 7^ (Z) 


PUA AES TFE 


xa (T Xo), 


al 3, 
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dT 
4; X407 b, 


这 里 的 b, HEET ao B9 4 E [8] RE 
按 外 租 形 式 以 定 间 量 ao WERA UE MIFARE 


a, x (5T x qo) = dax (bo -4 r), 
(lotto) w (mw Tjasa (b, 一 全 r), 


fH [4 a, 3ü 57. EERW, rr LS 3x 
cr a Ok 
ST ar (b-rr). 
DEA r ARAA T BSPR LEE JR 
VE a (t È 
rx =r x1 a: 0 一 二 ad 


di 
nd -(r ho Er) irao (nn), 
于 是 
Go (rb) o 一 kr tf, 
MT 
ZCHEBCTIEI 


ai= (rb) —£Er. 
BE, Ani] b. pon Er R 0, Bi) 
aG2—rb5,0080 —kr, 
JPEN 
— fo 


r= h 


1—-7-c089 


ERARA P BH — SE EI xx O 2 RE A WIE SE BEER 


ou orco 


817 TA E BB JE 


TER 2E 1E P BAT ETE AJ ve DX REOS O, 对 于 每 一 点 PG y, 2), 
有 确定 的 一 个 数量 
OP- VP. 
这 样 ,作为 点 的 图 数 的 数 董 分 布 在 空间 内 ,我 们 称 这 些 个 数量 租 成 
TUI scalar field), 
rax fm.,g.2) 45-— T CB o E EST EES 
fs, y, 2) —c 
PASAM (equipolential surface), Siim., SEH. SEHR ATI 
就 是 它 的 一 些 例 子 。 
265 Hi —q X RES Fo, y, 2 BELIATEXRTE r, yz AJITA 
of of əf 


me 


Or" by” Oz 
EPMA ERO Sch (m, y 2) 的 梯度 同 量 (gradient vec- 
ior), J4 grad f eV vf En., AujHged,J,.RcES3BE, ME 


AX. pa o5 En] AS E 
qi= (1243 2 a^ 2) f, 
AST Vf 是 以 


.9 ,8 3 
db uA dr 


这 样 一 个 同 晤 运算 于 施 于 了 而 得 到 的 ,或 者 把 Vf Eg de 3x qw 


$17 数量 的 梯 座 41 
量 运 算 于 与 数量 了 之 积 。 之 样 的 向 量 送 算 子 是 作 Hamilton 这 
F (Hamiltonian), 
有 时 也 用 
Vf, Vyf» Vaf Y& grade f, grady f, grad. f 
Ti OIX Vf TE v, Y, z $i EX E, 
S Baie y 具有 如 次 的 性 质 : 
VEFE -VvfTvg, 
Vf — (Og MF UV. 
VCf (u)) - Vu, 
在 量 后 一 式 里 ,是 数 最 纪 w (0, y, z) BHR, JA v 的 定义 更 请 
4b HB XB 
voz-i, Vy-j, Vs—k,. 
A pa Xr r5, 6] fk 7 T 5S x 


80 ef 2f 
df i 2 dy de, 


Ei df Hj RE vf xnp E dr EIUS, 


df= CVF) "Ar, 
对 于 最 初 一 个 例 的 数量 电 
P — gie a 
计算 Vr 时 ， 因 
人 
op r’ Oy r’ Bx m 
就 得 到 
Vr 一 过。 
T 


因此 ,对 于 一 般 7 m Fr) 
Vf) =S.. 


42 BE POA dk die BT 
特别 地 ,如 了 (7) 一 三 ， 则 


二 )= 一 所 (17.1 
v; y?* 47.1) 


—JAK Books , A A FAE R 2c RSS SORT P Br a E EAH 
[8] eL Uim EE SEE (vector field) 。 PAP — T h Teia A LI E Aas 
Ap A — iE m, y, z Bud, WRF i Bis A, 有 使 

A= 一 了 

吏 立 的 数量 场 了 存在 , 则 称 A RA iir potentiaD , Wk f 29.4 BJ 
位 ,或 数量 位 (socalar potential, 

PA. BTE M C OR si 6 . "EHE HR DIE BUE Bur, P TER 
的 力 E "wm 


输出 。 由 (17.1) ;有 


因此 ;如 分 7 — REE] 
E—-—ve. 
在 这 里 p 是 电位, EkorngdiBSR E. 召 有 具有 位 op。 
i T ECHOS f(x, y, 为 和 通过 一 点 P 的 单位 向 量 s 为 已 
ki. TE 8 上 取 一 点 P', AE PP'— 人， 这 过 ,在 己 处 的 了 什 
25 f, 1E P' Abra f£ 4829 £o vf. RU 


Af êf 
lim -i Be 


称 交 正音 他 向 量 8 万 癌 上 的 数量 上 的 方向 
EEÉE (direction derivative), H s 的 支 基 
Bj l.l 是 sy Sys 8, Hp T 

Af — Of dr , Of dy , Of de 


——— E 00 RR — o 


ås | Or ds | Oy ds ë s^ 


" 


& 18 jq] A (Cy üt HE 


c 
As — Sr. E —* Sy J —1 
en 43: xe 
Of _ 2L Of 
as 7 Ap 7 y ox: 
E Bd 3x aX BIA s 
of |. à 3 
So aits pts L), 
莫 把 右边 看 做 是 和 间 量 8 F ER v ETRE 
à à 
SV TB AS TS ày T3 ar 


施加 于 了 而 香 的 畏 用 时 , 则 可 写成 
z —8Vf-(8«V)f, 


Ge v E MERGER. 
-AFEFE . BI BR RI t 不 是 单位 向 量 , 仍 可 规定 


而 有 


在 前 一 ' 例 里 ,通过 一 版 P ps3 hr TET fie, y. z) 一 常数， 
Bs frr par zn 8 pr Dee gx Du n Ip, Hi 


n(vf) =, 
nM Vf EIS] — 2 [8] mE An H3 yr pu] ETE ži 
HA 7t, 因 UE 
vf-.n 


818 商量 的 散 度 


i3 


TERA nA 


T 


对 会 关 各 所 分别 规定 向 草 AL 时 ,这 样 一 粗 向 量 , 已 如 前 述 , 称 


44 5295 MIE 稳当 运算 于 
为 间 量 场 B A (e, y, Z) So, 

向 量 场 om, UE 2) B3 2X. 3 da, Ay, A. 75 Rm. y, z HS ER E, 
Hi 


表示 的 数量 称 为 向 量 4 的 散 度 (divergence), 以 div A 2 3€ zr, 
-ExXX 5C np 53 y 


8 . Ë 四 
v:A - (t2; t k) (di tA, tAk) 


|. 8A, ðA, | 
Ba 


次 于 向 量 场 Ar. y. R E IDEE SCUREBH AT PS FLUE fu] 
ERYR HE A HJ AWE ED RR OX 


A. A, A, 
Bg dr x ER oU a E Ao, v, o sy 
Stream line),Bf$ 36281 fed dit A. B9 2 R, 
Ar GR B3B ORRE), 引流 
ET A 的 单位 平面 , 合 其 数目 等 
于 向 量 AKE, 序 以 通过 沈 一 单位 面积 上 
图 18.1 ma (ui EAR Eig m BE. 

Jo. 38 SE EEE BRRSEBRTE B De SERT ELUR T A des 4-7 REI S 3 pr 2E: € 
.EBy3t pé 84 ES ZR Rz. | 

HAR- P SPITT ehh. y Bi 2 畏 的 直线 ,从 P ETER 
HE EZRAEXER Am, Ay, AOHBEOBEEÓ. DRE EDU L, M, N, IA 
企 要 计算 出 人 于 太 PL, PM, PN AZA AE CS TED HE a v XE 
数目 。 | 

BOt.MEXEXUE PMN ENERET A 在 PL 上 的 垂直 射影 
之 长 ( 即 4.) 和 PMN ZEIBUES dyzz BARR, EI adu dx， 


" 


s18 Hp pU i5 
其 次 ,对 于 与 PMN 8x zB. wd dH DOE XX SET TE 
Asy Az Ri YA Aso ĈE? Am fel A, TERIS 


me PAs 4 de ) Ay 4e 。 


因此 ,从 面 PAN. ede BEARES sio BgUCBESCRE 
< drdy dz, 
5c 2e AFE MA in PNE mat, MA h AE RC 


2 dz Ay da, 


从 面 PLM Die, BOXE ibit h DERE DCR- 
JA 
ĝz 


dax diy dz, 


Eier 2 ERR MA ER IDE HI SJOIPECE ST 


84, , QA, , OA, jas 
a T at D) d Ag Az (div A) dedy As. 


Ae, di p BU BRE M OECERECUR RE DDIEZS TEL PE BS IAGBI Jedy Az 
KERMIT SI div A, dX div A 是 负 值 , 则 它 所 表示 的 
V Rb JE BUD ORAS De ORI 

例如 , gE— Ex OUI Hur e, 在 0 的 电场 中 ,点 PAREN 


Bg E» ES 
Es=e -7> EB,=e -ry E= 
因为 
pms D Hy -pi , 
ArI 


ub T4BATDE!' mi nm Er Eh M- THT- ir T aF r: A qns, Suet 


46 第 2 篇 Wir (Dd 
得 出 


div E— EP E. E 十 人 -.(.S.- 3€ tyto) Lo, 
Hi— 12 Scie 了 作 它 的 梯度 vf, BIE ToS BE vI RS BE 
VVD vf. RIA sgg 
mE Re 
PrE E, IXUBIDXREGEAG TARRA Laplace 运算 子 。 
因而 但 微分 方程 


V =0 
中 做 Laplace Jy fi, TA ML'E W Ex 9c oh fik RR TI ER St (harmonie 


function), 


— BAI E rm aid i, AAA 


e (T 1. q^ 
Om? Mv y? pi ! 
4 (L)--4- oy 
Q^ T pe go * 
MG __t ,3 
2 人 了 po aq? 
BE l^ u 
v )-0 
Ei] 2 E] Te] sic E, 因 具 有 位 
e 
E- -v(7), 
in 


div E= — yy x ~- — ey? K =0, 


diy (fA) =H 4 eda OU Has 


L3 atay Ay ET. f Aeg (ede ua SR), 


E 


$ i9 rà Æ ái hE HE eT 


从 而 得 出 
div ( fA = (grad f) - A 4- f£ div À, 


$49 m Æ 85 f 


ETa A E, Ys 2), 
OA, A, 0A, QA. ed PAs 


TT -—-—— —— 


Oy | Oz ? Os êr?’ Om əy 
作为 支 量 鬼 向 量 称 为 A EHE (rotation), 以 记号 rotA C eurLA) 
EA OI. JF Bp, tr 


A= 4,(2- 4,3 2- A. K, 


» 
/34, ðA, 8A. 
rot Ac (5 — 0z AUS. L3 vs ey gy Nk. 
这 个 式 子 又 可 写成 
t Jj Ek 
| 8 8 2 
MES vy yr 
A, A, A 


rot ze, y, : ZERE AL; rot A, rot, A, rot, A, 
如 用 Hamilton 运算 子 v-ia i 和 向 量 
A= At A, tAk VEICAERR DEN 
vxA- (1-2 +j- k.) x (AHAJ + AK) 


eu 
UT EUCT S 


HA 
rotA=7xA, 
对 于 两 向 基 A n B. EERE 
rottA+ B5 — rot A+rot B, 


48 BIA BDR 微分 运算 于 
这 从 十 义 就 可 在 挡 丰 出。 对 于 一 个 数 改 .和 一 个 向 量 A, ARA 
roi( 了 是 c w, HS 


ros f4-— E C PA — 2 UA.) 


A, A 
-入 4) 


oz 
—(VfxA)Tfrol,À, 
同样 ,有 l 
rot, f. A — (vf x A0, f rot, À, 
rot,.f4 — (v fox. f rot, A, 
因此 ,最 后 竺 到 


roi( fA) — vf x Á-—c-frotÁA., 


820 关于 梯度 、 散 度 、 首 度 的 一 综 公 式 


AB ui BB JL 4 2E-F AERE y Pe EJ AC BE gH EIAS, 
(D grad A B) =(A V) B--CBV)A-- Ax rot B-- Bx rot A, 
Jy T üEBH3E— A aESRI I HUEGXABS ox RETE, | 
e a 
(4. FRE 
7 à à 
+(B, B, +B 元 4。 


[a (28— 28))- (08-28) 


cA T). 


"M om eJ öz om 
«Du (5-38) (e 4 


e 
Ar (4, 5, T 4,B, T A. 5,) 了 


Ben] EUBSIBEIEDRIZEXAR8S e ox $E. TBDREUI ELSEBSBISA y E 
t. z X Ed, E— $m. 


Pm 1 


* 


$20 THE, TE, liz HE 6] — Ee Ios 49 


(2) div(A x B) — Brot A- Á rot B, 
计算 左边 ,有 
. 90 E o 2. 
div (A X B-—— CA,B, 4,B,)- 5, (A.B, A,B,) 


下 2 (A.B, T A,B,) 


oeaks (d t6) 
ie tcu (ap) 


OB. OB, OB, 0B, 
-A ( 2 e TA; êr êy 


=B roA- Ároi B, 
(8) rot LA x B) — (BA —- (Av) B--Adiv B- Bdiv A, 


2 ya (4, a orae) 
vay Por) (4 gz ray rs) P 


KAA -B( Se t+ £24.) 


- 5. 


+ Bl 


(8, 2 LB 


FACES M 


o 
— E 『 Hh TES o a NEN 
y Ld. B, ABa) E» ? (A.B, ALB) 4 


EME e kaik, MFE, ARI y Ch. aA np RE AE 


一 至 的 ， 
(4) rotgrad f —O., 


计算 变量 ,有 
of Of Y. 
a- au) 9. 
HF y x Eis 2 xd. 
(D) div rot A=0. 
HA 


|n Hi =rh sie M4) CU ONMDAIRT T e 


BO 2829 第 5 章 (Gin GT 
00. 44s 2A) 
div rot A E| 2 A 


(6) rot rot A= v Gz A) — vA. 
marii tE, SA 
3 (24. B ĉde) 0 /0AÀ, . adz Y 


By Or Oy Bz \ Oz ez 
L8 (0A, , 0A, , 04, 
Ede RM ERN 


QA, | 0A, ， PA, 

-( p ^ p 5 ds ) 
MAESEN S x3 RE— ExBJ. MERER y XE.2X 
uut B. 


WR 6E 向 量 的 积分 


$291 $ R d 


TERRE, Efe YARIS CP)-f(»,vy,2) EXE 
两 点 A,B Bydgf C: 
r—qc(s),qg-mg(s),z-za(s) 
(S9 Se. 
Hx AB 用 点 da. As, e, An- 
HEITZ H, EROR 4s. Ao, 4B 


的 -长 各 为 48,249, 13 TEUR Adi, 图 21.1 
Arda, t, Anab ERRERA Pi, Pa, cos, Pu IE 
3 fO da 
23 ds-o0 i, EARR IR ERPI AER 
| fim, Y, 2)ds, 


这 个 积分 称 为 (o, y, DWB C 的 缕 积 分 。 有 时 把 它 写 成 
NICE? 2)ds, 

HBC HNIEMERBPQSUNGE'ETNXE 
5 fir, Y, 2)ds, 


TE kiii OL FAE A MIE, YY 文莉 分 别 记 为 dr dw. 
Azi, TE 
FUP da, 


H 
14-1 


2 f CP dz, pà 六 (Dai 


51 HIR Sox: RDEGST UO 
取 它 个 的 极限 ,号 和 做 
f Fey nds, | Fle dv, | fi nds. 
XE BU he — MRR. BARERNA Z, 9, 
A ye a deos (eon a， cos 8, eos y) , IA 
dz-—cosads, du-cos B ds, dz=cos y ds, 
以 上 几 个 积分 叉 可 写成 


| .ye y, 2)009 a 6s, |f y, 2)cos B da, 


|. FE Ys 2)C08 yds, 
1 这些 形式 就 是 最 初 说 朋 的 加 积 分 。 
REH AB XE Y—-TI8a 
A, HJ A unir RENES bE £L BA PATER 
A-£ NeSuEH ING AEEPECEE. Ae, RDIA 
BREE AB HRR 
图 21.32 " A-tds, 
这 个 积分 称 为 岂 沿 着 曲线 AD ByWIESSRUM, Ur ETA 
原点 引 问 曲 闪 上 一 点 了 的 向 量 , 国 


dr s, 


及 及 ,上面 的 多 积分 可 号 成 
" Ats- Adr=] (Adot Ady + Aids) , 


dE ETE Tr PI Ag ARTIR, BU PIAUS PI A fit 
ARA 4 iE ERAEXSISI B Bep». 
如 果 A RTM E, HM. ETDSBUS EORR E DIERE, 


Á* 


62 E a A 53 
dt EXP An EA — vf. H 
| ,var=| Case M Arti OP dy) | 


-| af=f(B) 509. 
例如 ,发 电场 为 E, 电位 为 六 到 
[,, Eir- - |, (vDir- £00 -7F(CB)。 
ZEE EE dd 4 PET BST S BA 
$ (vf)dr- 0, 

如 果 由 点 4 到 点 BE PR Atc Cs 与 Da, 区 沿 着 01 前进 , 然 
后 治 着 Cs SUR AE s SCREOE TC A HB Hé, 因而 可 利用 上 式 得 
ak 

f ‘par-| Par=o, 


|, cpar=| par. 


戏说 明 由 A E B 的 积分 | (vf)dr 与 路 权 的 选择 无 关 。 


$22 面积 分 


在 空间 里 虎 有 一 个 数量 场 fP) e fs 9 2) 及 一 个 曲面 3。 
用 曲 光 网 把 8 翻 分 ,每 个 小 区 域 的 面积 记 为 AS, 在 每 个 小 区 域 里 
各 取 任意 的 点 书 ， 4 (P) AS 再 内 这 些 个 别 的 项 组 成 总 和 

DaS (Pods 
REPR SE 
T], fisv, 228 


RA f OIX BEIBUIBIBUS . 


64 H 22 第 8 但 d s Bye 
ELAT, 发 AS Eyr, sm, my 等 坐标 面 上 的 垂 刘 射影 
Xy dyda, donde Ardn, HE 
SFPD dendg;, Daf (Po dudas, Df Po dr dy 
BIAR PPTG 8 | 


|]. £e y, z)dg dz, i. fm,y,z2)dz da, 


fÍ, Fæ y, dde dy, 
RRT RMR a Bx AS Wiki (ES Bum e 
EB 7r PD <A aAA cosa, ces 8, cosy, HIA 
dy dz = cos a di , dz dz —cos 8 dS, dz dy —eos y di, 
EXPRESS | 


INA y, z)cos ado, I. f(r,q,2)cos B dS, 
NACE y, 2)cos y dS, 


AX EG SN MERA p PLA. 

RA Ba EET. ERE x AE A, XX h EIC D EE B 
Yin, HU. 5n BDOERCPRIA An 蚌 
定义 于 曲面 上 的 数量 鼠 。 因 此 ， 可 与 
考虑 到 它 在 8 上 的 面积 分 


ll. Ands, 


4r Bet B Jy In] 4r 9d de cosa, cos B, 
图 223.1 eos y, HA 


jl. A-nd8 ^ |]. (A, cos a- Ay cos B +A, cos y) dS 


一 i. (A, dy dz+ Adada t-A, da d) , 


$23 FHER 55 


上 式 内 的 古 如 果 是 流体 速度 , 则 芋 述 积 修 表示 在 单位 时 间 内 


329 关于 艇 度 的 定理 


Tex — THA fr. y, 2) 和 一 个 朋 曲 面 Au ELA, S Bri gj] 
和 的 并 体 部 分 记 为 这， 期 


II < da dy =| , f da dy, 


HAER mE IIR H o 

JT fO. pA T z Hipy 
ERS S ETEA EAR. AIROTS 
ERER, MIES 划分 为 车 干 个 满 
JE EiS FETARE E 

Bx 5 TE zy P EEEE B] E OS 
A, 过 了 内 一 所 Gr, y, 0) SPITT z 
c agi ERE TI ESTESA 图 25.1 
Pils, y, 2) 与 Pa(m, y, 22) , 把 舍 Pa 的 部 分 记 为 Si, A Ps 的 那 
5h ub Sa, H 


n. 3 A de dy dz= | LFS, y, 2)]z de dy 


=|| EFE, y, 2) -Ff (E, y, 2) de dy, 


HNH 5, E, de dy HF TAIE, n] JE S. Eb, de dy 的 符号 就 要 
OE ,六 以 


Ex ||. f y, Wavdyt+ || Fæ, y, Dde dy 


-||, f y, Dde dy. 
发 有 一 个 向 基 场 A, 在 前 一 式 内 以 了 = A 代 进 , 则 有 


56 Sr 第 68 章 Dm WI 


Hf. Aie deduds c Jf. A, de dy. 


P, A 


Hl Gerdvdy d=)| Ardy ds, 


fl fs dedydz=f|_ A, dz de, 
v 6 E 


因此 ;把 巡 些 式 子 加 在 一 起 ,就 得 出 


i. div A dz dy dz = I (A, dy dz + A, dz de + A, dm dy). 


MORE IFA P TIBIOECT CBE RS REBEL 


散 度 定理 ”对 于 一 个 向 量 场 A 及 于 曲面 S.T 


(f, aam f anas 


RERA A = — v fF 时 , 则 由 于 
div A- —v^f, A-n- — £f. 
从 上 面 的 定理 就 有 


fil. v far = jl. Lr 48. 
4028.1) [p EE, 


[J], ette - [J, fasa 
及 


Jl. SL de dy dz -ff. f de de. 


这 两 个 式 于 和 423. 也 加 在 一 起 ,又 得 出 


(f raf mas. 


(28,2) 


(23.8) 


(28.4) 


(28.5) 


(23.6) 


„E 


$24 Stokea 定理 B7 
ft RUBRA =1, 则 有 
i n-d8 —0, (23.7) 
4308 dE(28.b) JL f= A,, XE (23. D PEEL f — A, 其 


tl. 4 dy tete ll. A, dz da 
ME 27 da dy dz ||. A, da dy, 
于 是 得 
(i. (PS) dyds = Il. (A, dz do — A, dm dy). 
同样 可 符 
n. c k e )de dy ds |. CA, de dy — A, dy ds) , 
fj. Zis ir )de dg de |l. (A, dy dz — As dz da), 
TEX ES xU - EJIDO gi 9] 5s 3X. | 
lil. rot Ady =||. (ftx A5dS, (98.8) 


$24 Stokes 定理 


Jur tE2R [BT Eos XE— 71 ELE) Bi 3 Ae BL DC LRL 1 0 ECRS 
A, Hi 


| | ut Dee ase. (d,dz-rA,dy), ^ (24.1) 


在 徽 积分 学 中 已 绝学 漳 过 ， 这 个 关系 称 做 是 平面 内 的 Stokes E 
理 。 现 在 把 这 个 定理 扩充 和 到 关于 空间 半 曲 竺 C 所 包围 的 蓝 面 和 上 
法 。 

"8 AE BS3X EE— EESECSC ETHER ERAI f (0, y. 22. 有 


[, ras [f (GE a do- $ an). 
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图 24.1 B] 24.2 


Jf im Rh, Beds peT F z HARRA TR 在 这 个 
2E eL P RBS Bug n6 s RT ER JU TE x 0E EE dE 8. C t3 
zy 下 湖上 的 垂直 射影 分 别 以 互 与 4 表示 ， P Eoy AB LRQ 
HEH, y, OFT. H, hm AT AA 

= gE, y) 
dex, WA Fw, y) =f (S, y, g, y)), RU 
oF Of of 9 
Oy Cy oz oy" 

1E (24.1) XC PI ARBIA As=F Gn, a, Ay =0 JE E 

5. RU 


IE di | Fa. 


^r 
B oF of , of Ox m 
F=f, Se tx og =de dy, 
BS 
f | 0f êz 

-|| GL Bz 2r) dodge |, f ac. 
但 应 二 

dy da :dz de: da dy — S5: :02 .1, 


Oy 


NL tw 
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Br y 
| 有 do dy= —dz dz, 
因此 ,有 
- |]. v: da dy— 5] dz ds )— -| faz, : 
Jf El 


j fæ |f. c dz du — 2. da dy), (24.2) 
Ju nk z RAT ER P5 $6 f89. mI aS" 的 符号 改变 ,因而 下 的 
HAERE, EARR. MUR .SA SCRAPBRAÍTOT : 轴 的 直线 不 只 
AC — AR, BTE o AVAIT TRE DA EAUX BARAT 050] pirate 
d IRL. 
局 样 可 证 
| Fo-|| (E uay- ayah (24.9) 
| £d [CE dy dz— Sf. dz da ). (24.4) 
在 这 些 式 内 分 别 设 了 = 4,,，4y; 4,; HIDE 
[. A, dr= INC z Jz dz — Be de dy), 


J, Actu MC anu e aa), 


NE dz -. | T. De. dy di A: dade), 
BAIE AE 


|. CA, dz + A dy + A, dz) -| it Psu) dy dz 
+ 一) dz do (5 — 5) da dy, 


60 $5 23g Bok kd MT 
JPEN | 
| Atds—|| fi-rot AdS, 

C P. ] 
这 就 是 Stokes ZEB. iE A E Er, DRE. 
定理 HYTTA. SRAMA hE GS. 如 有 
f. A-tds- |. n.-BdS, 
Al 
B=rot A, 
因为 由 Stokes 定理 | 
| A-tds-. || ft Tol AdS 
E g 
ABER, MS 
ll. n- (B —rot A)dS —0, 


HTS BERAE, TEB 
n-(B -rot A) =0, 


B-r A, 


在 Btokes 定理 内 ,如 A> —grad f, 别 由 
rot A= — rot grad f—0 


而 得 
| Ata- |l. n-rot A dS —0. 
XE (24.2. 8. 4) din ef ES E 
aa 


在 (24 .玉里 以 > RES, (24.4) HA y RE S 然后 由 后 者 碱 
zB, E 


ee 


C 


hna. 


dal 


P^ 


&2D üreen gM 01 
| dazu) — 2 ||. du dz. 
同样 ,有 
| (zd 一 出 CE2) =2 jl. da d£, 


[edu — yao) - 2| |. de dys 
把 它们 总 和 起 来 写 , 则 有 
| rxdr-?2||. M-AS, 


8 25 Green 定理 
Se PEL diii S 包围 的 区 域 为 下 ,数量 电 f (o, y, Dga, y. 2) 
En WE 
[| s2 as-ff[ Grvie-- o eor 5 - 
pur, [BBOBRSUU S BOE S Burasgtltg L5. 
AEj2] E fv 的 散 度 
div( f vg) —fVv?394- (NP (Vg), 
RELIEV LEUH, H 
i. div (f* vg) dV - |f. VIt CV) (/9))4V , 
33 — H1 , ARE XE HET | 
fff, ever off, renvois -fas 
比较 上 面 二 个 式 子 就 证 明了 (25.1)。 式 (25. 了 有 称 为 QQreen 定理 。 
TE (20,1) A, AH ^ Ei g Iz ERATARA TBI 
Gs ase fff, renar, am 
1t (25.1) an AI f — 9, EJA 


ea se o£: 6x WARD 


IRA 38 (4. (Ff TT ar. (295.8) 
t (25.10 A, 4E g RE BAEER ES SPEI vig —0, HA 


Jr a8- |J) eur (Vg)dV, (25.4) 
1 (25.2) 内 ;如 三 和 9 BERE SURG, RUE 
ex -$2.)ds- 9. (25.5) 


在 (25.8) 内 ,特别 下 £F EDU SEDRIER EUST. 138] 
([r££ ase fff, onar. 


FM 


 FIBS Qu, u, uo) 岂 就 确定 了 了。 


第 "7 革 Hu RE Ah ope 


$20 Fl $E E$ 


1E P, E AE IRL AE REIS] AT , Rf — Ht Td 

J&(r,y,z =u, Gs,g,z)—u), Hie, y, D =u, (96.1) 
RETARA D BJ, 25 u, u^, u ZERRE HOM ES 
—rübpm E ZTP, REDE 

CIE 

XN, PEM[A GS, zt 指定 后 ,三 个 曲面 FS, Geu, 
H =u” Bugs d. pHim teas dx P 阳 役 唯一 地 确定 。 

Bg QE ZMAN P, E 
的 直角 坐标 Qu. y, 2) 就 确定 了 ， 
PEIES 22 Ex BS T- diii (26 . 1) 


F(x,y, r) =g 


Gixu zu! 


RE, ERR D AL IL P3a 
EC (uw, u^, wu) EOS 1g 1 Bu HIs,Y,2) =u3 
王国 此 ,可 把 G8, e^, u) TAE. 图 26.1 
P hi. XI Ape UH SESS Ex. 

XXI, (20. DRF 2, y, 2 MSEE SEBS ARR, 就 应 当 得 册 
如 次 形式 

c-—jf(uw.u.u). g—g(ul,mw.,w»5, hl, u, u.(20.2) 

HE, HEE etu, 只 证 上 单独 变化 时 ,就 得 出 一 条 曲 粮 ,这 

时 做 -MRE "Hei wn HERD IRL REM X6. SOR 
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BERAR. TtUDEEGEdSGRRUNPROUT,. AkREDRRR EXE, EF 
HAERA, RU AE Hr SED L3 El e 3X RE eb s xx TEUER 
的 来 源 。 

dB F(z, y, D -wu-u3R,G(,gy,2-w-AIEIBR, He, y, v) 
ec ui — Ait E E SZ ES E iri or (x tC BR TRO 
t2 曲面 eO HBER . bi 79 SEVRBR EDS IER 
Agr. Abt pri ECT ; di et d P, AE 
标 曲 和 面 实 际 上 是 曲面 。 
(0 BUEBU— CP 8] oy BUG Pss, seit 
IESREA Hu 如 个 

OH =r, /XOH-—0, HP-z, 


Hl 
g=r cos, g-—mrsnb., z—z, | 图 36.2 
(r, 0, D BE gx P BS DR] EE SE p LEE TH] Ee CE EIDELAE AR URP. 
事实 上 , r- EPIT cy 平面 且 和 2 PAARE, 0-1 
gh EFE ey 平面 的 平行 年 而 上; 且 是 中 心 在 z 轴 上 的 图 , 2E 
WET zy 平面 的 值钱 。 再 者 ，r- 曲 面 是 以 ? P A y E E 
mi. 9-H TELE GL Ap php, oH T 
是 平行 于 ey 2BQBIRSTÉ E. 
Hi zx I — rx P 引 ey zB sie X 
PH, 
y OP-er,.Zz/Z0P-0,7 XOH =Ø, 
项 | 
=r sin f cos p,y-mrsinf sing, 
gj 20.8 z—mr cos D. 
ixi Br, 0, PHRA P 的 极 坐 标 或 球 画 坐标 ,这 世 是 一 种 昌黎 
坐标 。 


$27 基本 形式 65 


EEk, BREUR., -HMT z «5m 
E, 5t EA Fu roc EUIBE, p-b T vy 平面 的 平行 第 面 .上 H 
ECE z: H ER, 535, r-i E E E A R b ba XR i, 
上 晶 面 是 发 原 点 为 预 点 、2 HAEE, o-HBa in BL 
Ty zB SI. 


$27 基本 形式 


MRR (ut, uh, D sedem AE DORPILI ER P, AE 
fS EE SR ER D x O S] op P WREN X, 期 XTARA QU, 
v^, v) 的 画 数 。 如 全 


X-k, X; oA Xs o 


Ou on" EN", 


38552. "EEAR-R-DET uw-iEE. u^ ERES, utb, 由 前 节 的 
BE, UETZERSMMEEOCRU. AMER, 
向量 组 号 问 量 的 三 重 条 。 
只 原点 口内 发 ， 对 应 于 曲 科 坐标 

(u) (36, A, pg tal, 2, 8) l 
BERRY XO), 对 应 子 曲线 坐标 (ut A vha 
+u”) BJH ER Atd, RA 

d X = Adu t Adu T Adut, 图 27.1 
EJ (0 DERA tdeo ARER, BZ 
HRE ds, WEN OX cn dd rs 

dai —dX-dX | 

= CX dad + X odut t Aadu (Adul t Aalu t Aadu"), 

Eie, Zr 


v1- iig 


g ua ™ X, X, 
RH 


' r` ppp rr DOO: OD UB rE GREEN ir H aed ho A Br im .TH TE n rr 
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da em ga (tt) CU DH”, 


ZTA TEAR ER (fondamental metric form), 
在 这 里 ， Hil: S224 Gan ARE -Ee qmi ur Az, Ar, Aa AENEA ,, st 


A. 与 Xs, X353 X. XX, 55 Xs Brixia fa Ren, vni u 


HE. u- iR uE, ul-difE 5 ut HESEIT HER ARA Oas, 
021, 0:5, Hi 
(? 


cog Pag 一 V. Dl 
"T gs guo Cn T Vus ga 
COS D. — 91s . 
T ~ | V fus 


因此 ; 2S HEURE DS TRIE 26 827^ 3-5; 36 2-4 DE a 
23 — ga 77 d13 — Ù, | 
TERA PE ER AE 35 UHRE 2E HR Ei C (orthogonal ourvi- 
Iinear coordinates), 
XT zz fil f BUG d^ =de dy de, HE 
Or oy ez 


AV — da dy dz-| 2. eg du! du? dif, 


ii ENA 
Hr ey Bs or ög by 
ów Du! Bul | | Our GT uF | | fu fue dus 
ar Oy Os | e ew 89 
or öy dy ex — 02 Oz 
| Ow Ow AB Ou. Qué us Ysi Faz Jes 


Ph AmE gu 所 成 的 行列 式 写 做 9 BI.RI MERGE SI h 
dV —«/ g da dus dau? 


$27 基本 形式 | 67 


X6. 
HITS] FE Eg E 
croco, y—mrsinü, z=2, 
WE r- ut, G=, emt gb, IE Xa, Xa. Xs 之 直角 坐标 ( 支 
E) AR 


A: (cos 8 gin. à Q) 

A.:(—rsinO reos 0) 

PEREI 0 0 1), 
Et gu Bi n] eR 2S 


1 60 O0 
Jur Ü ya () + 
0 0 工 


ds? — dy? --7?46? --dz?, 
dV =r dr dð dz, 
ALETA N [LEE EORR Ee Fb E e tib E OR 
HARRERAK, HF 
也 一 六 sin f cosg, y=r sin 0 sin øp, z—rTcosÓ0, 
Au r=ul, =u, p=, Mii Xo Xa A 之 坐标 ( 文 量 ; 分 
PÆ 


因而 


X: (sin 0 eos p sin 8 sin p cos 6 ) 

AXs.:(reos8 cop reol sing  —rsing) 

X,:(—2r8sinb6sin o rsin f cos gp $ Ja 
SX gu. BO EAA 


上 Q ü 
£ uo 一 一 o rê l () . 
Q 0 r? sin? h 


68 第 2 粮 第 7 人 章 HH € o de 
因而 
ds? — dr? 4-7? dT sin? 0 doh 
dV -r* sin f dr d de, 
JA dioe] 28 HL AE E A d. EIA ER ERRA. 


328 JT HBEESUBOR BS E 


在 空间 内 一 点 卫 Ab. 39 HR PRI v., 在 这 个 了 点 的 地 无 ,有 
= TREE OE BUR REETÉH EB 383& AL. AIE, Ma € SGR 
v—o0 X, —o0* X, -v2 Xs? Xs, 
这 时 , AMRA EAER AX. EATER (5) 的 目 然 标 
SA, G”) MHAR a 2 关于 自然 标 架 A. RgiD GE EE. 
TE3X EOD T Vfup Bt € 之 长 4 的 平方 是 
(p) — t«v (v^ X0 Xu m CX Avv, 


也 就 是 
(一 Oo 
PAT fup &t 
U= X, —o X, -v* X. I9? X;, 
1p —a0* X =w X,-2-u? Xs X, 
HIRTA H 


vw = G?X;) (WX) = (Xr X) vw = grt” 
PiE. A, EE RA 8 h TA% k: 


„eU D” | 
co 一 Gan 0^ 0" A gp * 
TRE GICUT2E I htk Ds LAE DA 


x^ 
u* = f" (ul,w,uw, | rr 


#0 
EFC En 


PE 


VA 


$28 XTRA E 


Ou” 
eu 


40 


u* —f"(u", w^, ut), 
时 ,自然 标 架 全 ,所 受到 的 变换 ， 
Hx Y GR 


+ PEE — E — ——————— mE 


Bi ib, uar 


FUE ES 
Aym Ardn X= AA, 


AR s U ONE HEEAE SR QU) EOS EU ELEGERÓR. XX 写成 


v—o0" X., 
XT HBDBRAEOER SR (u^ ARKA E] PROBARE. Ar E 
U—o05X., 
在 
DUA p =V A y 


EPA X47 Xo A HAE 
o" X. —o*A* X. 
再 注意 到 XQ HHE, RPG 


Q* m AT e 
出 于 这 个 原因 , 称 v" RRE eoe MESE AE, 
HRK, ir 
Q,—U- A, 
HPA 
Py =C Ay SVALA, = A 
3m Bn 


UO fr TTI HG Hrb HT A SEEDS T3 020 CY4RUEEAR- (2h; Lh BE Net: -14 ra 


TO 45235 ATE haege 
Ur = AZG. 
由 于 入 原因 , 称 v, Eai v ORP Hn EESE E NEEE, 
3rd er t pd mERNPBUOCXH 
vuU X = (v X X, —v*gus, 
JPEN 
| o=oga YA v'—g"w,. 
HT 
fus Xv XU CASA AGA O — ALAS CXLX, 
PTAR IER EGRE 0. 受到 的 变换 及 
ue — Ar A dau, 
UB $18 的 说 法 , di-F Hh Os RO Te iiS Ha. E SEP SE 
称 为 张 量 ,因此 , gu. 可 旺 做 基本 度 最 张 量 。 
HCl EE RAPAT Ax A 
y= dg, 
HH 
d= j| Az], 
茹 果 注 意 测 外 >0 g>0, M 4-0 时 ， 
VF = 4 了. 
5e XX ERE HR TRUE EL OGR OV T 88) ER, 
TEE SE B EESE kal, FP, Xu Xu Xo ELEXA, (B 
Xi, Xa, Xs 于 不 是 单位 向 车 。 因 此 ,如 分 


1 1 
下 一 一 二 一 用， 加 一 一 二 一 下 W= 
NÝ du U V 2» ^ wo gas 


其 化 海 单位 向 其 。 尾 意向 量 4 "ES nx 

A= AU - ASVU-- ALD 
HP, IOXCH HRA AS Ars As, RA A XE-FOESEHDREAERS fox 
B. 


mai” 


PA 


F 


Tj, RI 


$28 ST HIER d CR S Fil 71 


例如 ,在 图 柱 坐 标 桑 的 情况 下 ,有 
Aicos 9, sin 8, 0), 
Astran, reod, O), 
A0, 0, 1), 
由 于 这 时 
gii7i, gas 一 六 gg 一 工 ， 
而 得 
tt(cog 0, sinO, 0), te(—&gm 8, cos 2, 0), te(0, O, T), 
因此 ,任意 向 量 A Aus Ayy Ae) TF EX | 
A — AH + Aw 3- Aw 


A = Atm A, cos 8 27 A, sin 0, 
A, 7 Arp — A, sin 8 3- d, cos 0, 
| A, — Aw — A, 
再 例如 对 于 极 坐 浆 了 系 ; 有 
X (sin f cos o, gin dain ø, cog 0), 
Xir cos O cos p, reos sin p, —rsino), 
X4(—r sin ĝ sin ø, r sin cos p, 0), 
这 时 
9u—1, gm, (Qus sint, 
因而 有 
t£ (sin 0 cos p, sin 0 sin p, cos 8), 
t (cos Ü cos p, cos C sin p, —sin 0), 
w(—sin p, cos o, 0). 
因此 ,性 意向 量 ACA. Ay 4,) 写 成 
A = A d Aso HAD 


B. EI 


MATE LER 


72 ESAE 第 7 章 DH xx 4A dm 
— A, A-tt— À, sin Ó cos p +A, sin O sin p +A, cos 6, 
A, — À- t — A, cos 0 cos 9 -+A coa Ü sin p — A, sin 0, 
A, = A-W = — A, gin pA, cos 9, 


s2 E $ p E 
对 于 空间 内 各 点 A AAAH A. pdoy A EH 
eX 
A, = Qu^ 
Pr E E. 24 ERI R E 
dX du 
作 X, Pu" MEET L0, X,, RAEM, Bi 
ELE BAV LORI A, ISHGEPERIL A DEC Vez. LL AES , up 9x 
OLX, — PX. 
现在 我 们 将 对 出 现在 这 里 的 丽 数 %(w) 加 以 决定 。 首 先 , 由 于 
0,X, —0,X,, 就 有 
J 
亦 即 
Em A 
对 
Jan = X, X, 


EJERGATESXET- u^ Prits, H4 
Odap = (O pak a) X. TE, (0, X.) * 


用 
PD 7 D$, X., 06, X, — Dr, X, 
RA, TE 
gg 一 上 是。 二 D O aa T A O OD. O HEA X) * 
 3Wün 


E 


y 


e 


$20" X. 2k Zr fà 18 
Q,0so77 E haeo" E ooa, 
在 这 式 内 交换 凡 与 X， 有 
| Og up 77 I iu oo FE Ap urs 
在 同一 式 内 交换 和 与 po; RUD 
Os ua 7 don os FE oM uo n 
在 上 面 三 式 中 , 以 第 一 式 加 第 二 式 , 然后 减 去 第 三 式 , 捍 注 意 到 
Du... 就 得 潭 
Quae l- OA up — Org us = AM a don. 
就 这 最 后 式 子 的 两 边 各 乘 以 T. 9”, 然后 关于 p 就 1, 2, 3 总 和 起 
3k, HIDE SD X 
了 agopg ? — P2402 — Dx 
因此 ,最 后 精 果 是 
i. i 9" Quo Oda — 0,92) 。 
这 个 式 子 的 右边 普通 用 记号 


1 
UA — GJ g^? CH: Mas C4 up m Ou) 


EET, HH Christoffel 二 指标 本 号 。 利 用 这 个 记号 ,上 面 郑 个 
式 子 可 性 为 
X — x 
“一 US t 


ZEMES 
Ax ut Yd UEBER ERRA tht, 
”上 式 也 可 改写 成 


dX,— UA du"X., 


这 就 是 A, 的 变化 X. 用 XL 本 身 求 表示 的 表达 式 ， 


Mfg SEHE ZEE 
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如 果 对 于 井 楼 坐标 施 以 变换 
一 
出 在 新 坐标 下 ,基本 方程 庶 读 有 形式 
à, X, -| LX. | 
SUPERI REM ERAI Ru") 下 的 Ohristoffel ge ^ METLE 
Ek Gu" Fig Christoffel 记号 | 六 |} 间 的 关系 。 


利用 以 上 的 式 子 ,由 于 | 
X,— ALX,, 


BUT HH 
0, X, — (Q2 AV) Xpt AALO, X, 
x n aad "* 
= (BA%+ A 48 WA Dx. . 
用 
e 

0, X, 5 LX, c = Á K n jx. 

TUA TESI 
(ou A% + AZAN M T) X= AS. po » HX. 

pias! 


AX, Lue |o AA MI LS 


这 就 是 | omi h RRR. 
把 基本 方程 
5 


i 0,0, X; = 0.0, X, 
里 去 就 试看 。 普 先 在 左边 有 


全 人 恒等式 


$20 d. Œ dk 75 
o2 x -e (p) D) (ee 
Dx 
j 


-( A5) x 4: doo ] e 
o4, X 7 [0,17 1o p] 


LEE TER MIS 
ox [eA] Go on 

DI Zr PESE , BITE 

LP PPS 
HL AL RE 

Kiste pa 17 9 re FU] ue FU] 79 

XXwLH] T Æ EE Pd Christoffal gg-E- | 2] 3f JEW JE 上面 
PJESA TAH, 


3H Ri 


$ 30 H EE 5H 
H m € 关于 自然 标 架 A RR 
v—7*X., 

ARRE do. B 

v= (do* X,--v^X., 
对 于 这 里 的 以 和， 用 

dX, = M jdu, 
IHE , PEE] 

dt = (do^) Et({ 5, aw X, ) ; 


7G H2 TE ER gH XX A dm 
再 号 成 
dv = (do +i 六 | duro) Xy. 
这 里 出 现 的 do PAE 
Âu” = dv" -F LÀ. aue 


称 为 道 变 支 量 o" HbR (covariant or absolute 
differential), 


An EXE X: 
5o” = (ao 十 MAT Jdu“, 
Ru ej TÉ xn 
VaíU' = On” +H ML 
是 一 个 张 量 , 称 它 是 v* ydg SEIS EET EHE, 


完全 间 样 ,起 着 虑 向 量 梧 的 协 变 支 量 , 它 是 由 de X, BEBE 
的 。 就 , 


二 一 
的 两 边 取 微分 ， 
dv Ed —do,, 
dt- X, —do,—v-d X,. 
Ep dX, 用 
X=] 六 jaw X, 
来 代 换 ,就 得 到 


do. 于, 一 do 一 5 laut X, =d] MC (v X. * 
HFR. 
dv- X,—-do,—] 5 dw, 
n 


$90 dà "POMA LR. TT 
XX IBSLES dv PPE E 
Op, = AV, — | nA | duo 
称 为 协 变 支 量 os 的 协 变 微分 或 移 对 微分 。 


w EAT 
Od — ( C, 03 一 M hu) du^, 


Ril ST TE dat 

í M ua — SPD 

EARE, EC EE v. In de SE SEE WR, 
S6 STE 5A, . 0E ar Tiar 的 协 变 微分 可 由 


ST; dT; "22M ja 一 | ja us 


-4 M Hw; | 
定义 ,其 协 变 导 数 可 诗 义 为 1 
exo sux x e. Jø e» Jep m" D 
seans jeep paj | 
TRR hr bote Ou EERE, ee eN s 
是 比 原 张 量 多 一 个 协 变 指标 的 张 量 ,这 只 要 用 | ^| 的 变换 式 就 。 
fi SE REDI, E 
就 关系 式 
gas X, AX, : 
的 两 边 取 微 从, 则 

dgan = (dX, X, X (LX, 

在 这 里 用 


dX,— M hae X, dA, = i pA lax, 


z kia Po TFT 


T8 第 2 入 TE HH $E oss Pm 
ICA BHA 
M p . t D . 
dgu 4 aw X, XH A eX, x, 
因而 逢 到 
dn, 一 i d Gu" quo, +i p ago 
XXE exi 
gur 7 dgu] Ll Out gu; i PA jdu'gua-0, 
IPÈN, gu« BPUbDZSESAEAMAET "0, JA. ga 的 协 变 导数 当然 也 等 于 
O, 这 就 是 说 
x H 
Yolu ™ TPA. gw 一 4 v Ig. 0. 
HT qu fi o" 的 坊 变 导数 Vu" E— "nai. PE, PEE 
PEIE PIERRA VQUQv". IRR RA VLQVuv"— VaVVU, BIDET 
Vs Vat — M p V “一 Dea Ura 
TB BI HP uriby 4 ini =0, 所 以 
VV uU" n Vu V VU 一 站 


成 六。 同样 由 于 
一 
所 以 | | 
V, Vu P. ~ VV V; =Ù 
Ji, EM o . 


s 3i BRE e, MenM 


RPE PAAR PESHIRGE £a, 和 eA 和 这样 两 全 和 号 : 
Ti: 妆 必 pi) 是 (28) Br anus], 
Eppa T 8" m. —1: YA) RECS) 的 奇 排列 时 ， 
0: 其 他 情况， 


82351 s» Cih AA ein "TO 


用 了 这 样 的 起 号 8 容易 验证 ,行列 式 可 号 做 


aj G$ Gi 

Gi as a 一 AAFO pni = Q1 Gig . 
3 8 3 

Gi Œo fa 


如 把 行 则 式 芍 人 竺 记 为 e. WA 
| AEren ™ Gig Epar 人 一 
对 于 4 的 行列 式 4, AMLAGA 
Appr = AD A A eva . (81.1) 


对 于 -4 RATAR 3. FUR. ETE o o e, BA 
E B" HN m AT AT AL erem (31.2) 


IECS1.D 20/9" = 4 Vg Bases 4 
Ng! Bun = Ap AKARNI Y Enana 
这 个 式 子 说 明了 由 | 
Cpu =N B Epua 
PTE AEE TH ERE E E. 
4E G1.2531 2- J3 ausu, p 


1 Pp A t 了 1 
—- EU M I Ap AL A? -了 
vg A A ~ g * 


XXE HH T , 


eg" -一 1 dn 


g 
所 完 义 的 量 基 一 -个 道 变 张 量 的 支 量 。 
因为 svn 和 E 的 每 一 个 关于 指标 v. n, A 是 反 称 的 ， 所 以 
REHÜsE XgE EE 6 和 PH 关于 三 指标 v, ae. A HLARE CERIS, 
更 由 于 


80 £g 2ES Ari GHI A GB f 


0 dus uo io 7 5 EAA or Guo 一 Js "Ut Ecco 
— V. F Ecco ™ brons 
ruag 9" P? — M g e ug gn gom ig , en 
一 7; ETIP gto. 
ETE sU 和 624 是 相 停 的 卜 莉 。 
最 后 试 计算 ew 和 67^ pape ter, Bj 


对 x M 
V evi = f Êru mE | cor |n 7 la aT m | GJA (oun 


EE, du v. ;中 有 两 个 相等 的 证 , 基 式 的 右边 恒 等 于 人 0。 因此， 


我 们 现在 整 V, E, A 各 不 相等 ， VAL AE y=}, p=2, A= 的 情况 
AAi XH 


M nds 一 Cofin un T len 一 pe les -一 » las. 
= (0,8122 一 (di | +i | 十 Los Pesss. 
IR ES EEN G a ETA 
M wt 一 vg AI. (81.8) 
aJ mA 
1 ,~, 
i l-is (Oto €4us — 0,7.) - 19"0,9.. 
在 行列 式 


11 fir fis 
g=] gu Qas doa 
dal tas — aa 


办, 元 素 so 的 余 因 式 是 go, 所 及 由 行列 式 的 徽 分 法 好 ，y ud 
4 n] 5 S 
Og = Poga) II 


» 


rim? 


Eo. 
BEER E 
"-——— 


| 


$22 bà E | Bi 
[RETE y 
g"? (0,9 PA. = d, log 8. 
TE E TC ERU AFE, MA 


i 7 lS" (Og rp) -ie, log 9-2, log g. 


C pe 


由 这 式 和 (31 .3) DELRESBI 


Vot1sa — 0, 
ESSE UH. 
T ubran = O, 
HPEH 
We 
392 dH E 


起 空间 内 有 一 个 数量 CUm ib d SE Quo) EP OX TES M 
f) .3Xx 7 Sac RUTAS DCUA- 
| Vf 0, f 
ETENEE. AE, 
VUf =g y, 0 Ff 
EE E a. 


MEERLE, MAELA chr 4 5 2-36. | 


x—1, 2 ， a TRE, yE 


of af ef 
du AC AC 


JRÉR 


所 以 Vf 5p vUf 是 曲 缆 坐 标 系 下 了 的 梯度 的 文 量 。 
TEE E dh EAE OR P.C VI 的 支 便 是 


^ -i 
bona ^78 S 
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Vif = E F VI fg ub. Var 一 =g" s 


u^ 3 


l1 ef af 1 af 
Epoa 7 0 wo df c o v 了 一 一 ` 
wf P ou ? vf 5 CE V f das us 


由 于 Vf CAUY BH EXBRIR AL UDLXRGAX 
Vf — QUT) Xon VS QC) Xs, 
PRU EEX RRRA A TP für 


1 1 1 
——  —X., t£-——,——X 一 一 一 一 此 
gai ^ vi 32 ^ T 


RICH 
Vf — (guy VXf) Ut Cv gea VÀ f) tt GV gas V3f)tw, 
X FEE S Die . PSU 
dul, gas n), fas l, 


所 以 
v= 2. vir--L S. vifo. 
Jar EET BE -EF pc 
Vf — (grad, f£) tt - (grad, f) vt (grad, f)w, 
别 有 


grad, f= É, grad, f — — .9 e grad. f-2.. 


X] 3 TR AER SFO aie , PU 
£ii—3, gsa— 7, gg=r sin" f, 
BE 
ve, ege P vpn li f 


z^ r? ag’ r'un* Op" 


Jn RERO BE TS c 
Vf -— (grad, f) u+ (grad, f) e-+ (grad, DW, 


$958 ux Æ 83 


RIA 
grad, f =2E, grad, f — 二 zT. grad, f= —31— $c. 
833 Tk 度 
在 空 且 丙种 定 一 个 向 量 场 A， 设 它 关于 一 个 白 然 标 架 表示 成 
| A-—4A"X.. 
PE A” Ba Ae SORT 
v,Arcó,An A P UP, 


"EAE T ER. WEITH] 
" u He à. Hu (d Og 
V,4"—0,A el PL EP 
这 样 就 得 出 一 个 数量 
1 av yA 


Ve Ag" lj 
Zum c A eo FE fos INR RD 
04 , 04? | O43 
oc E B23 ' 
Alt, VA” ZeHt T te ii Ab P A 的 散 度 。 
Ang Bg ex obs 6 RETE o HH e ob 2E, BH PRI 


gs37 0, gu=Û, g15—0 


A 
g = fff sz 
Ait, 
L [EN 9agszgss A! A1 
Qu! 


W 
gif/zs0as 二 
十 OY Guigesgas A” 十 ^V A A? 41 (38 .1) 


这 时 ,如 向 量 d CU, M A?) fH uw, C, tp IER, DIR 


84 Hre TE BH dk GA dz 
A= Á,t - A.D P Aue, 


Hi pii 
A,—gu A, A= ga A’, Aum gos A, 
从 而 
div A — v, A^ =- [一 Pe ^ 
V — 


ePi p i ede 
ET BE ol A guel, Ta o om ETE 
div mu A) + 3 det (rA) | 


mn L2, rdr) + 二 Edet P As. 


r or 


APRE R, HE 917i, NM gymr" sin” 0, 所 以 


diy A = Pasd ian 40 33 jr sin& 4) - 2-42] 


1 8 
2 (A) 十 一 工 Eng 49) --— 1. iz —— A. 


AizEHSP4— Dir | 焙 定 时 , 普 先 作 它 的 梯度 VA= gN fy 
Ex BIS ERE , BUSE 
Va QV") Vg V. f) — 9" "v, V, F4 
AARAU TEHE P f Sr, ME 


DL o EF 
n xu t aa 


"gà Ta pr 


Bis, | 
Af = g^ vu Vf 
— WHERE EE RIS Laplace 运算 子 。 
Jur R ph ie 5E bn sd REESE HU EAE 8 ZI. 
Amg f, A*—9990,f, A*—9490.f 
A (88.1) F, 6]. | 


nd 


m 


r 
+ 


p54 fe — HE 
E (Coe 3 f) 


Af —V,(7"f) = NR 


J- 0. (dicas f) da (gas ag . 


1 IBLEEAE ARAMAMA E RESET. PS 
£111, 227 07, gas 771, 


4p- i A) 5G 3-230]. 


32 68 A A ef of 
ear $3) ags "aW 


HF RUEKGRRUS BU AD ; AYPA 
£171, ga =T", gy =r" gin? f, 


BEL 


BIA > 
4f — vem (r^ sing 2L) i5 (im 2) 
du 25) 
a ent E tB nó Hand d (smod) 
Ud aj 
$94 NE — HE 
E ZERIgu-—TRBIS.A-5US.: d BÁEXCFEB E ape 
KEH 
A. X, — À;, 
'EB p E SHE 
N E P l4, 


1 un -= 1 t 1s 7s7 a4 7 P E = y= =p - 
s ! - 
z i T " 7 ^ à -m "E. E] - a | - 
Lo Mm. E zu Ya a sm nb euren nube Loo Ple, rdiet RR d 


- - ` 
LI 
bm - 


一 = =4 Ọ== 5% " 
LI 

"a od 1 

| ME T TP n E a a - QV oon oc gyi- 


f 
w^ 
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F As VLA, 0 A mð Aa 
E— TREE, MAGÉ J 
| i e^ IL A, VAS) = lee (8, A. — 0,4, 
是 一 个 向 量 ， j 
AEE 36 REEL RE Rm, ERA 
0A. 0A, DA, A OA, 84, 


n 4 r pum T— ë 


Oy | Oz | 0 or Os e" j 
DS Is, RAH JOUER DR HEURE SR. P iic A ERE, 
MiRe 1E 9e C BITE AE bg 35 BS] side 
|» A-A*X,, i 


RUE] A= ga A", 面 有 | 
A= 311 4* | 过 一 Gaand? 4 A= das A? , 


故 A ihre e yd p 3 
ie (0, À; — O0, À,) "Uu (gos. 49) — Os (gos. 47) ] ， 
Le(0,4,-6,4) 7 cot (91143) — ês (gs 49) ], 2g 
Len (0,4,—60,4,) = + [O1 ga A) — én (gus 13) ], 

A. gaigasgiss 

这 时 ,向量 A 和 rot A d wr, o, w RER, DD | 
A= At AUDI AD, 

TOt A = (rot, AD u- (rot, At -+ (rot, A) to, ， 

AU 

Á,— M gu AL, 
— ^ das A”, E 


A v das A; 
rot, A= sign (rot AN, 


$354 ig 度 
rot, 过 一 /gas (rot AY):, 
roi, A =~ ga (rot A)’, 
dir (rot A FR rot A 关于 X, BuzE EE. AE, 


rot, 加 一 一 一 EN gi A w ON E 
^w Ll AS fr^ 
- _ 1 O^ gia Au d 00-4 CW gas Far A 
roi, A ur -EN Es fs l, 
rot, Amt [eg An ON gn d,s] 
s ^ ages eui BJ 
特别 , 当 坐 标 是 辕 杜 坐 半 时 , 因 
gu-l, fos — r^, gs 7 1, 
Br | 
1 - 94. 6 1 2A, 428A, 
T 08 Öz (r49 jo 20 Oz" 
24. 84, 
Ad, 
rot, Acn EL (rA -E |. 
24 453 Je RE HT, 基因 
Jii, yor, gas r?sin?0, 
Bri 


rot, A= risin -T-E 2p (r sin g Ap) s C49 | 


uu (sin 6 A,) -| 


roto A- | -二 -CC sin 8 Áp) | 


rsingl og 
1 1 日 4 
m" lano p 7 pm 2 (ráo) j, 


roty A= la Ar 


-rm rp re rm, Ah A L 1 0 -EP Fp a 


ST 


= TT  m—oB orm -- 


55358 wx 2r Jb fu 
B SxE Hl go un 


$35 d m 
Z RAEE A FERA ARCA TS 


zg—c(uw,v),y—gy(u, v),z-—2(u,v). 
xx HL XB 
Or öy Os 
Ou Ou Ou 
(s Oy oz | 


的 秩 数 为 2. XXX. ARAE T dE. EB ARA MÀ HUC (s, v) SE 
确定 ; 反之 ,如 果 有 这 样 一 粗 数 (ww; 她 ， 妈 在 曲面 上 就 确 宝 出 一 点 ， 
BR EE SOUER IS (0, o) PJ ARENT EREE, 涛 一 事实 ;加 用 从 
原点 O 引 至 曲面 上 一 点 三 的 位 置 向 量 至 来 表达 的 新 , 则 曲面 的 
方程 可 由 


A= Xu, v) 
{S E, HE 
OX 2X 
u^ Ov 
是 线性 无 关 的 。 


THATE EPER H usw, o=; 由 原点 0 引 至 曲面 


$25 FH [üt BD 
-上 一 点 P MERE 

X — X (ul, ui) 
dox. HR 


X, — 2A -ə X, X= 2A —à X, 
A= 0X (Ah, 4, 3, 4 —1, 2). 
在 曲面 上 只 有 w ZEAEISE s HR TET 800513 A Ha E, ey t 
$E. 305 v 单独 变化 时 vore. ESSERE — de EE. 称 为 zu*- 曲 
£k. BOLA OE Simi X. XUI wi ig d, Xo 是 切 
Fur E, BOUE, RER XS 与 X REIHE EO o das 
此 线性 无 关 。 


图 35.1 图 35.2 | 
曲面 上 两 点 X 5 X-elX DHEK de, WA p 4X cde, 
由 于 


dA = Xt, 
mA 
dat == dA dA — {Ah (Xidu*) — (X,* Xo dud, 
knar 
ga X; Xi, 
BUR 


MET A e n, 


20 fe ax SESS BH nm A 
de? — euduidit . 
xx GM CO BS 323 x . a 34S 25g - 
ds? Edu?-4-2Fdudo--G dv", 
xm 


ga =E =x; d ys ay 
fis gai — F' = mum, E Yy 22. 
| ga =G =T Hyo bz. 
KTF u, v 的 贪 微 苏 用 许 在 下 角 的 指标 求 和 表示 。 
由 gn ARITA g 当然 不 会 是 0, 所 以 满足 


ggg à; 
的 g" AARG., Zu E, F, G en. 
11. . G 13 41 _ — P 2 — F 
g | Eu-—r" g =g RO TA 


EF rt TRT ESI je ic ex] HI ex — o^ X, 的 形式 表示 出 E ZEE ain 
平方 为 
(m) — (a X5) (A) — CX, A ala, 

也 就 是 
(a)? — gasa", 
Er ih BSpS T fg e c b dips aa A 5- PX ERE, 
EADAR 
tb — (al X) (DX,) — AA a!5^ — gard, 
所 以 ,它们 所 成 的 骨 8 m TAIE: 


080—— D 
TN 0o D b^ " 


53 T HB UG RIDERS aE A 与 A: PE ELR a E JC 
AE REKREA MHE N RR, XR TR) ic PH Hg Ur 9 5 
fri. AER 

X; N=0, X, N—0, N-N—1, 


8 58 基本 方程 91 


HIT A d Xi, Xs 89-4 Du guis ges, 它们 所 成 的 前 8 由 


eos à 一 Va B; 85 5E. Dr DL Rm X2 AE E BS 2847 PU 4E EST ILLE 


^ gii ^. ^ dus wa Sin ĝ =N dui ^ gan V 1— cos) 
= / gif a Vi -2 w gaha o Jia7—0w ga 
Dj E, An HAREA , B] IN TR 
i 
N= Jg, x Xa), 


Ju 23 E ATE E, RU N rc OE) B X... Z SOR. 从 上 
ELE 


ji 
AX = JWEG-— Fa (Yuto 一 Wo2 » 


1 
F > EGL pT CeT wA). 


1 
2- J BET EHT EA). 


$96 基本 方程 


在 曲面 X —.X QU, v 上 的 各 点 ,以 切 于 曲面 的 两 个 线性 无 关 
HE A g A 以及 和 下 让 于 宅 们 且 和 它们 构成 右 旋 笛 标 系 那样 关系 
的 单位 法 线 N 灶 合 起 求 。 这 些 向 量 当 然 是 厂 性 无 鞠 的 。 事实 上 ， 
ABEN HREN pP REN 

LX.X.N 1— Mg g 3 
Ami eT E A. EBSRS S 

Vp X, KT v! Baia ETT E 0X, 当然 可 用 上 面 三 个 

m ec TEE PERI 
QLX,— L X, rH UN 


pa fam Ast PB E 前 
EREK, KRIKETI, 
作 
Iio = CP € 


DJBiUOC-F ou BPMBÓSC.S 
Oj9ta = (0X0 "Xat X (0X2), 
RE, JHM BATARE A !N-—0, 其 有 
8jgg 7 45 XXL LAXE XS, 
因而 
Ba—= ot Cg. 
从 此 利用 和 前 一 章 完 王 同 样 的 万 法 ,就 可 得 出 
= Plo Ape" Ou -0gn — aaga) . 
这 就 是 这 7% 是 由 ga BIB Christoffel gd, 
这 个 入 | 如 用 习 展 的 写法 写 出 来, 则 条 计 算得 到 
[1 1- GE,—2FF,-FE, fi |- [1 l- GE,—FG, 
11 — 9S(EG-—F» ' [12 21]  2(EG—fF*)" 


f3 }- 2G F.—GG,— FG, 全 :- 9EF.—EE,—FE, 
22077  9tEG— FB ` CUT 9(EG- FN C 


2C(EG — F”) 11 2(EG — F3) 
(2) - [31-80 FE. {2 ]- EG,-9FF.-- FG, 
12] 1231]  2(EG—F5 ' 22 2(EG — F”) 


其 次 要 计算 Ha., TAER X (w^, u^. XXJETEREXET 
"El X Xdi t 2 (0,X) duhi, 从 这 点 引 于 下 点 处 , 切 符 面 
的 三 线 长 由 式 | 

| X, du 十 5 (0, X;) de dad | N= i H adasda? 


Hiri. XSHUGBXB 
| H dudu 


3 


$36 基本 市 程 
我 情 称 之 为 第 二 基本 形式 。 这 个 形式 又 可 号 成 
IH dad = (0,X,) Ndwdw 
一 — (Xp AN ) dud! = —dX-dNN. 
5/8 2 ELO) 335, H 

Hi=L, Ha— Ha—M, Ha-—-N, 
EE AERE A 36 

FH qdudai = Edu? 2 Mdu dot Ndo’, 
由 上 和 式 知道 

Ldih4-2Mdu do + Ndut — —dz dX —dy dY —dadZ, 

Plt, aAA t BU E E CR REB OX. Y, Z SrEIR D, M, N, 3X 
时 ,就 笠 出 


SR CES FFRI PE 
9, X, 一 P X, HLN, 


RHEL Gauss 方程 。 
N XY e ar Fa ATIRE 0:N np) HI-— T g E [Bp 
X,, Aa N DREA | 
AN — K ^ X,2- LN 
demie, BREH LEO, XXEBqOy.d4E N-N-—1XPEPow dot 


pd 9 GfE PBE qp m fa 
分 而 得 到 的 (ON)N==0 E LEIE A BS a, BI PI n 5;-0, 在 
X N-00 T vf a am t EGTA AAD NAAN —0 P8, 
IA Gauss Z7 à & EAA RRT n ,就 布 

Hat X, (KFA) =Í, 


3 B 

EH dA ga — 0, 
内 出 得 到 

K?- — ug” = —H?. 
因此 ,我们 最 后 笃 册 这样 一 个 方程 
ON = —H?X,. 
RI TAE Weingarten 方程 。 
由 
(06N ) (0N ) =N a 

所 成 的 二 次 形式 


N dd 
有 时 对 做 第 三 基本 形式 。， 如 利用 Weingarten 方程 计 自 Na, WE 
Na= (ON J (2N ) = (CHIP X (- BEA) 


= HI XX. 
EE RED ES 
Ngay HH; 
或 
N a= H aH ag " 
$84 Gauss Ej Codazzi 方程 
Gauss A 


8,X, = ix Xs J- HUN 


& 5T Cause 与 Codazzi FAA 05 
BRRR T w^ ditur) SH 


8,8; X- (6.17 DX s l(a; X2 
+ (Ho N HO; D, 
用 Gauss 7; fit; Weingarten ARRA LA PRT KA, MIF 


0,0,X,— (2. P ZH d» um 


十 C:I N— HH Xs, 


sox- [aij g] mem 
+[ 6,412 Hs IN. 
EERE, a EE j ERS RAR, BTE 0, 


ex fé 
半天 上 六 过 后 上 局 
— H Hat HFH, Xa+ 区 2 #— OH 
Hla] ne (ato 

但 因 LAC, DN. 是 线性 无 关 的 ,所 已 

eda 

= HPH a L H pis 
64H, 6, He t| Hi -二 tHa=0. 


因此 如 以 


Ksp- ad A -o dis a UE Ua] Vs] 


Ji Bp 


86 党 3 篇 第 8 章 H 面 a 
VH g= Ha iis ARTAS: 
RT TIPS TX 


Eu-HJH.—HPH,, 
Vitia Viu -—0, 
Xtp3 Td oSA Gauss 方程 与 GodazziJ$, 
XI-F Weingarten 方程 
Q,N = — H? Xi, 
EXT u^ Prita , 43 
0,0,N = — (OLIIS) X,— HrO.X,. 


在 这 式 里 用 Gauss WERA, 
BON= — (ƏL) X,— H "(e | X, HN ), 
BIET 
8,0,N = -( 0,H - i) XQ HQHSN, 
(xXx PHE Ein 6E hobeetegm 4815-35. £A DE a, 
就 有 
一 (aa 一 OH 二 + rr | HM Hi*)X,-0 

但 A, ARRET RAI, EAT ELO SJ 

OH, — 0, Hj M ?一 Mr =0, 
个 以 

VH -0H + {EH {EH 


AJ EX RIS E 
VH WV; Hy 一 一 


因为 Viga 0. PA EMNAT 


ul 


br 


t97 Gaum 与 Codazzi 方程 07 
VH a V ,H 4-0 
是 等 价 的 ,这 就 是 Codazzi 方程 。 
AO EBgSETECE E, Gauss 与 Codazzi 方程 就 是 曲面 基本 方 
程 的 可 箭 条 性 。 
HR Fim— E iR ga, 
WABE , 这 里 出 现 的 乓 sm INE 
K em = E jis K n 77 — K unus 
K ym = E inig Kim HEK ma T E uuu, 
Gauss 7 iEn WCE NC 
E nmd a po Hniin. 
H EKn 里 面 不 等 于 OgE.SERE LEUR Kis, WMA 
KRans—HiaHa—iHuiHae-HM*—LN. 
对 这 样 一 个 式 子 QRAGRUEISDEE X 
在 曲面 上 一 点 卫 , 作 一 个 包谷 二 
点 法 各 N 的 平面 ,在 这 个 平面 和 曲面 
EHE T HACER ECBRZC P 的 一 
AP, Bp P's|P' SEECTSX TP 
AFER P WPA RAI A. A 
—3E, AREA T Bah k ARA E 
APA prp 87.1 
HRREHO, REAA O, OP- X, OP — X aX, hF 
2P'H-—H dwd, PPP = galdu, 


€ 事实 上 , 作 社 P' Pp Rb EP 7355873 da, 2 


. d 
k= Jim Pp 


但 da 27 PPI,W) ZP'PHAMTAE B ky ss PIBUR RI 


I 


T TrA AEE gi gj H 
于 证 得 


pe Haddi _ Lds--2Mdsdec Nd? gr.1) 
gaududu — Edu?*43-2Fdu dot Gdy’ 
过 也 就 是 
(L—&EBE)dw--20(M —kF)dudo-4- (N—EG)do?—0, 

Bj jt, 25 du:do TE (37.1) 办 变化 时 ,让 的 极 大 与 极 小 值 非 满 足 联 立 
方程 

(L—hE)du4d- (M — kF)dv —0, 

(M —bF)du-- (N — G)do —0 
ARI. XXE E SHOCK Ex TRUM REC CREBRO REL) PET E 

umk M—F | 


=U, 


M—kF N—kQ i 
BRZ, Bp 
(LN — M?) (TGFNE—2FM k+ (EG — F?) 89-0 
Bue. AA RRA TAR A 与 如 称 为 曲面 在 点 王 的 主 曲 率 。 从 
此 推 得 


1 | LG—2FM--NE 
9 (kitke) 一 2(EG — F?) 3 
LN — M” 
Kit, EQ — p° - 


这 里 的 
H ED, 


我 们 称 为 曲面 在 成 P APAR Germain 曲率 。 
K = Kiks 


称 为 全 曲率 或 Gauass 曲率 。 
El EIS H =- atha) T 


f 
Tr 
A 


$99 id d 3f o 

H — 7 gHy, (81.2) 
还 有 K = kike, Kine M?— LN ifr er ^5 E 

K= te, (81.3) 


所 五 5 所 满足 的 性 质 以 及 137.3) 知道 K au, AERE IET DR 
K kHh7 77 K STEM 

WEERA Gauss 方程 

K yum = HiH i — HH; 
里 去 ,天 有 

— Kee, Hi ahl aHa —— 

xc tav puE TA g" 3 BESIIAESU y 大 注意 到 Gerjen = Ü ih: gH aHa 
= Nn, iac 

— Kg — Na, —2H Hg, 
或 

E ga 2H EH at N 4, — 0. 
过 其 联 季 第 一 ,党 二 ,第 三 菇 本 形式 的 一 个 关 矢 式 。 


8S8 jM dh # 
TEE Xe BB AE w —w (D SiS i ， 其 长 8 由 下 式 确 定 


[o E E a 
zik pM EB RP,.QBEDÉ hi bijg, pL ERA 
-Pea i4 H ER A 

e F(u,u)dt, F(u, =s paua, q'—- 2 


ot 3 
MAr tE Dh Euler 微分 方程 


A (2E) 2E 0 
di \ Ou eu 


100 $3325 第 38 章 PB 面 we 
MEE. AF 
BE SA gait, SE o gp gili, 
kk Euler 微分 方程 可 写成 
4 C gJ: ci) — E (0,95) tu! —0, 
GP 
+ guis - T. (8,91) ww! 一 xL- (0,95) wu 一 Rx git — 0, 


dr 


Guti! t (Dita -F O0. — €.) a'u — E == gii == Ü, 


3X3 BS DS UAE EA g, 再 关于 & 总 和 起 来 ; A A Christoffel ge s, 


W 
dE 
d u M dw dw _ dt dw 
"d? lji] dt di F di 


但 因 卫 一 过 -或 了 一 -于 -， 所 以 


ds 
dE dži 
di | dë 
X di X3? 
2.) 
ERA EA, H 
gat 


di di (ay di ^ 
ds 


A Cac) "arca Vul ar a Cae) 7 


d*u^ hl de d 
Tatla 0. 


d*u^ Hl 4 dul daf ^de) du 
di? 30 


z 

F 

d 
W 


m 


SOT 
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ATAF WARE ERE Eat 2175 Eo 
$390 Meusnier 定理 


ahm EE w-—wG), emm Ed p X 
有 形式 X= Xul), AIEEE s Bu ER. HRT H Er s HE 
t5 — Gt A 


dX ——du^ 
ds "de 4" 
dX fdu hldu dw du del 
ds? —— X ds? M ds ds ) +H ds ds 
(89.1) 


RENTA goose UR CAS TR BEN PIE EBERT 29 
EIEEE k B — 1-08 c ROS BOE HEC TL CE GG 
du! du 
Ha as 
PUER o ER o E E eE 


叫做 法 曲 雁 。 
对 于 曲面 上 的 测 地 线 , h (99 D) T3 


H, ŽL du ow (39.2) 


这 里 各 Ha 17. 7.0, 352, kde ERE VE HE, A 


j 1 
H, DU H 0, 
3X fe b EE BAT E ds a E IRE T EB I 
友之 , huh Lh, BAE p dE SEIHST- Hu Yd 
Hi, HR EEM. A, A a TAE, 


102 第 3 篇 Pee dH M fa 

定理 ” 曲 证 上 的 曲线 是 测 地 成 的 必要 与 充分 条 件 是 : 它 或 为 
[CER , o Hei zT] te CT P TG | 

E53 S 15] gc 3E LECT [8 A 8C A e RE CR PH TERI. ERE, Aa T E 
1 25188 F3 a | 

BEREA FAm E] RI Blu 257(89 20 jS XUI 
Both a ig 3 E FUB dl tr EZ t D 所 决定 。 因 此 ， 
ATERS, 

定理 gU ERXE— KE B LES a rE Homix iix 
Ha BTE EU HR E 2 ES HE A h rs 

?P1 ERIE S A Eae, 因此, JI4—0,. bz 27, 如 五 x 一 0， 
RR ELCHE ELIEDEE,.Bimidud EO I. TE AT 
定理 。 

定理 曲面 成 为 平面 的 必要 充分 条 件 是 Hi==0， 

HAH TARA 总: 一 0 所 以 由 Gauss AiE 

Kg =H Hpg H dla 

即 知 这 了 时 Ki —0, 于 是 有 

定理 YFED Kir =0, 

Fiz, iii SE] ien RJ HB AE Kin =O, 

BAARI 356 d- [SERERE Z7 2E , PAREI 25 hn ze HR 


ut e f (ut, uP) 


i, Christoffel 记号 名 | 的 变换 法 则 是 


Avo Em Aat | Lear C cag", 
RIAR /| 一 0 而 得 到 的 方 各 


Ay -| A eu 


Qué 7 19i] owe ($9.8) 


n 


F, 


六 


$39 Mousnier 定理 i098 


WARR. BRAA MERT w" 的 篇 微分 再 程 , 写 的 完全 可 积 第 


FE 
adja me fga) tita Un] Uer c) 7 
du Ki? —0, 这 个 条 件 是 满足 的 。 
AIE, i K-—0, Hyg (39.3) peor mfg 2E Xu" — f" (ul, uo) e 


存在 的 ,也 就 是 说 ,在 坐标 条 (er) 之 下 ， pA hb + 一 Xon, H 


Ogep a a E 
E m | A Jaret | pits =9; 
BIELAEXUBMMEBRIAT. ge~ WR Am, ds = grdu dw 和 平面 
EHRE — E, TEIE EST E A E E P EE a rfi. 
wz A 3 B] ER dB [n ABAAA Ki =0, AAT EWF 
定理 Büro n ERAS RUE Kin =0 (KEK =0), 
在 方程 


D 2, 了 
E (EAH neen n o 


m, ZA muita n aeo, (5 十 | 区) 全 M yx ak 


Jit bo Hu CS- LE 是 法 曲率 ,它们 之 前 有 关 和 


k= kytki, 
因为 有 DA rn, qm n N ARE, Jb etus 
ik die EDA fX 9,m (39.4) ini 
b.—kcosÓ. 
因此 ,在 以 下 的 Meusnier 定理 。 
定理 Hhhh 6, 法 曲 于 如 , E TESSORTHB D 2385 BT 
8938 0 HUE OS GR E, keot, 


104 FIA 第 8 章 曲面 Da 


$40 Bi sk 8 
由 于 在 曲面 一 点 处 沿 du^ AAE CEU SE RE Bt 


_ Haddi 


g nn 


n 


所 答 定 的 ,所 以 决定 加 的 极 值 7. 的 方向 非 满足 


(Hn 二 yr) =0 


不 可 。 满 足 这 一 -条件 的 方向 我 们 称 之 汐 主 万 向 ， 由 主 方 同 决定 的 
法 曲 诗 称 疙 主 曲 率 。 和 如果 


H a= + Fus 
则 主 方向 是 不 定 的 , 主 方向 不 定 的 点 对 做 腾 点 (umbilio)。 
不 同 的 主 曲率 o g PE fa BE dau, dau, 则 


由 于 
(4,3 F gad 0, ( Ha—g- gn da —0, 
而 有 
ER. odda =0, 
这 也 就 是 


Gadow dw = 0, 
XGA 838 X. AROGE TAS IR] 3E Bg SEI A T E75 [8] JE 2809, HE 
面 的 式 子 多 得 到 
FH didus —0. 
B ELXEBUZEZI MADERA T REY vi, vo, RUE 


gave = 0,  Havfo$—0, 


六 


PN 


$40 BR a 楼 108 
EERE A RT Eee c^ 可 号 做 


y^ 2: pi c08 9 v2 smd, 


这 里 的 起 是 2 3n vi EICRM SS BY XP MATIS) ve^ Ek ERE pg: 
lH ín ER BILE 


l Hpv = Ha (ol c08 8 4- và sin 0) (vicos Ó +o; sin) 


A 
= (Havi vi) cos? 0+ (H sv5v$) sin? 8, 
E Sg SB 
i | cosh s sin! 
R Fs P^ 
izxwb HR WrEHE Euler 公式 。 


TEE EZB e] PTS: s Abra E RETE 


(H 并 一 TRE des =0 


EP HR SE S 
Ex X RIS X, 
a dw | du 
H ds R dg" 
努 一 方面 ,在 Weingarten Ji 


ON = — H7 i 
S93 GE SRTA E 一 ， 再 对 指标 j WTHR, RU 


dN _ __ pa dw 1 or | 1 dX 
ds H; A ——Rg A. R a’ 


B ns Xi T SERE, t rx 


» iX—3k Lf Rodrigues 公式 。 


io8 第 3 篇 第 8 章 H DP fa 


$41 i Sr HÀ £$ 


Hbrn EIS 
Fi dawida = 0 
BA T 27 [8] dau^ 与 da BRELA KAA I. mREUEEGDT 
A p db 85 75 wj , BARS JE. 
H adud —Ü 
BF PHRA A. AREA 19 61 EB E , BA JE 


duf dau! 
" ds ds 


一 心 


I3 Hir E PIT fee SIE Bl s 
AI UTEEE.Z (98.4), Ep 


e m E cas ) Fe ne cs 
可 写成 
s Tum MI E )x, . 
ECSEEXK TP XACY- P334 BI RELA, EIU 
i= kgs 
因此 ,有 


定理 渐 近 曲 赤 的 曲率 等 于 测 地 曲 浴 。 
再 者 :七 沾 的 式 于 表示 出 曲线 的 主 法 杉 和 胃 面 相 研 ,因此 有 有 
定理 疡 近 曲线 的 害 切 平面 与 曲面 的 切 和 平面 一 致 。 
Mac 3t niger nr ra es] BE 5s dir ERE — Be , 9p EE 
6—4-N. 
对 这 个 等 式 沿 着 曲 友 栅 分 ,出 有 


— TR= + (ON ) ful FH’ M X, 


t 


BD 


M 


841 p ur di 
FRASA REREH , 15 


| $ 
1 ghi du du 
(T) =H HE Gr du —- 7 Na —— -——— 


ds ds 
日 由 于 | 
di du ^ dw du! dw 
K —2HH, 


ds ds " ds ds "° 


* A 于 亲近 曲线 有 
因此 » yk. 
XX AIL AL av. 
于 十 有 如 下 的 定理 。 
定理 ERRARE I — X. 
过 加 做 Enneper 定理 。 


ioy 


T 


第 9 章 Riemann 空间 


$49 Riemann =A 


上 面 担 油 的 曲面 是 二 蕉 Riemanni 家 间 的 一 个 例 。 至 于 一 般 
n HE Riemann 空间 ,我 们 将 按照 下 述 的 沪 式 来 和 以 定义 。 

首先 ,把 空间 壮 不 为 元 素 的 集 , GCHUCRH THE U. V, W, ---., 由 
这 些 于 第 所 成 的 集 假 设 注 是 如 下 的 条 人 忻 : 

(i) 对 于 空间 的 任意 一 -元素 p, 在 第 中 至 少 有 这 样 一 个 子 集 
U, di pCUipd-T U K)o 

(1) 对 于 空间 的 性 写 两 个 不 同 的 元 素 力 与 9 prom 
—4 TE U, E pEU HBqcU(g AT UP). 

(Hi) wA T 1dEU.V GLOBE p.HIERELACFU,V B 
3t IR] BS AUR XCEJ Grp p BU-- EV 4ESX 4E BERE, 

i E 3X Pede FEE PER E, 在 下 样 定 义 的 拓扑 空间 


re, 那些 包 合 各 点 的 子 第 称 为 各 点 的 邻 域 。 和 这 些 邻 域 复 盖 着 拓 扩 


Zn. 
如 果 一 个 折 扑 空间 为 基 一 个 邻 域 所 成 的 第 所 复 盖 着 ， 和 要 改天 
— TIRA n HE Euclid ZEARRA St E Lo 1, WER SON 


域内 和 的 每 一 个 点 对 应 于 其 在 Euclid ZEB ZRPADSI By. ju B9 A5 dg QU, 


sa, se 。 旋 时 ,我 们 发 对 于 和 这 个 拓扑 空 表 导 进 了 坐标 系 ;, 有 坐标 
的 邻 域 称 做 坐标 邻 城 。 根 使 折 扑 姿 间 内 一 个 点 蕉 两 个 坐标 邻 域 复 “. 


当然 有 Euclid 空间 内 的 两 个 坐标 系 (9) 与 (ux) 和 它 对 应 着 。 


LI " 
QXU— 


mU 


r4 


FA 


543 [A * I02 

在 这 情况 下 , daru^ Eg u* EXC" RE r X RI GE, ELSE. n XII 
TAD RER) BIER C, TE. LESTIE RAITAA A8 85 7 0, 
en 
of" 
uh 
HUBEEOCIRIEGROE, ARAR A i dT E dé C" ORO m f JEJE 
(n-dimensional manifold of class C"), 

dE O' RE n ERE P, SA EORR SB BAD ERRORES Ex P QU) 53 
P' Qà Edu), "E4PIBSSERIE-— T de, 3X - cii de 是 以 0 
S EC wo 为 系数 .坐标 微分 du^ 的 正 值 二 次 形式 

dis? = ga (24) deg dar 

所 定义 的 ;这 时 ,这 个 C0" dli m XEBUP Rog C^ 38857 n $f£ Riemann 
ZI, EERROR EARE 4s HEEL D 32 xi (fundamental 


moirio quadratic form), 


+0 (42.1) 


Ww — f". ui, e. uo), 


843 m — X 


Riemann 空间 内 关于 数量 、 向 量 、 IRERE AR ART 
到 次 提 测 的 未 样 来 规定 。 
(1) 数量 : 窒 是 一 个 量 , 在 种 个 坐标 柔 下 , 书 以 一 个 数 来 乾 示 ， 
WETER QU), QI B3 o RELEL f£. 产 ,它们 之 国 常 以 ` 
F=f 


这 样 的 关系 结合 着 , 这样 一 个 基 叫 做 数 最 。 这 时 ,与 RE 


关于 坐标 条 Qu) 3 (u) llle i, 数量 的 支 晤 在 空 两 内 各 点 都 已 帘 - 


定时 , 写 就 称 为 一 个 数量 妃 。 | 
定义 Riemann 安 关 度量 的 ds 就 是 一 个 数量 。 


(人 向量 : 它 是 一 个 量 , 在 各 个 坐标 对 下 , EAn 个 数 来 表示 、 


du XT bg A Qu^) WO RAA o", v" 沪 示 ,它们 之 更 常 以 


I" 
3. n 
2-2 m amm 


1i0 4585 dox Riemann ^mi 
pM = AU (AY = Ou) 
TERERAA MEER AEE. iN, e^.6y oM GO RE 
TER ETERA (ww 5 Qu) 的 支 最 。 道 变 向 量 的 支 量 在 窒 
是 内 各 点 都 已 规定 时 , "Erf 2 TEE EE E RS 
坐标 的 微分 du^ ES T Ee n Bk | 
IC ARER AERA TF. DL n. TREBE MTERA 
Cu , Cu ) ÉECAEIL DA tw, tov SEES EPI PTT EA 
tup Aia, (Ai = Cv) 
TESE RRAN aE — AE, A, tw 与 w 称 为 这 
Aj at (e RETR R Cu Eg Qi) RE. Ea EEA 
间 内 各 点 都 已 规定 时 , 它 就 称 为 一 个 协 变 向 量 场 ， 
BRIR S e) BORA ES 就 是 一 个 协 变 向 量 场 。 


$44 R E 


它 是 一 个 量 EE TERR SR P VP Zik n TRER, 2s 

TOR GH , QI) BAA Ti, TR RTR CEER DI 
了 

XCEERUOCOA RHEINE BRE AREE — E. pag EE, 3XBI, TM 
B Ta^ PAR RES TE R Qt53Q)mxXGE. aE 
EEEE RAOR E, EH — T 3E E o 

PE O MiA Et endi a EE 0 iA dich ERR Ek 

AK SUEXCBSUSORTX dga 是 一 个 协 变 张 量 的 妆 量 。 

DERE T^ Jude RE 

TT 
IT.NDERUOIY j, i OO ER. USE 
| TR = — Ti 

时 , 剧 称 它 关 于 7, 是 有 反 称 的 。 


EE 


dco 


- 


"d 


Dow 


Fo 
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对 村 线 量 ,可 规定 如 次 的 运算 ， 
2) JW: 对 于 同类 的 号 车 ,例如 了 Bj 与 S77 以 对 应 文大 之 
和 作为 文生 的 版 十 , 即 
Roto = Tk 


dio Ry 5 S 之 和 。 


(2) WHE: REER ERER A ERP I Eo 
(3) siEE: WTAE m. Plia Bri 与 SP, MEE Eem 
Re Tip 
R EREI AA TER 
(4) H: XI-E— T 3, PA Rin E ERI E R AG 
— TPE jE pr 5 ARSE, P EREE 
| Hog = Hy. 
HRAT I ÞE EAR E, ORRE B 2u Rus KT A 5b 
fine. 
Bx. v^ Tio 7 39E 2 pa] dic, A 
gv v! 
是 一 个 正 的 数量 ， EEEE HE V ERTH, ERA 
六 是 两 个 着 变 阿 量 , 出 


guo ut 
PTR, METAAN a Ev Ru MP, LAN 
gU ar . 


gutes A gui 
的 窟 对 值 不 起 过 1, BPIELID'E SCORE AME SLSXDA 7I np hic i9 26 Hg 0 nde 
BÉ cost, 
XR E gut! — v,, gu! = t0, 
HJ e, Ej 2o, TEE BE RE, EP ES ARR ES 
Gao = vjv', gavius — vu. 


112 SERE #0 VRienana SEDI 
XT Pihi c 775^ np uon 
T us uu Tus (on ; Th — Tj g" ; 
BARFA REA RE, GESTOR OH HUP 
E. | 
545 Levi-Üivita 平行 性 
iE = $É Euclid Zz B8 rp my di dup. b. 35: sx X 9D AE E 
vo X, ARES, 它 的 微分 是 
dv= (av + h duto) X, - Hgdwe'N, 


36 
FIERE c-- dece X ADUPE EBUsEI 4 XE RIDERE 
t (av^ C15 Hut) X, . 
Fa it, 如 
Go! = dv" -+ | ^ Idiot 0 


EE, Burt de qc GR TCI Br e] EU D 7P3 o 
YTP X, A, td (A) EEA, BERE 
们 在 曲面 上 平行 。 这 样 定义 的 平行 称 为 Levi--0ivita 平行 性 。 
把 这 项 概念 扩充 ;在 Riemann 空间 内 就 可 以 锭 下 面 那 样 地 来 
定义 向 量 与 号 量 的 协 变 徽 分 与 协 变 导数 。 
对 于 数量 f. iÉGEqG] EE o^. HEE eos, ei 了 六 分 别称 
9f df, 
8o = du* -+ (oo dw, 


^ 
Ou 一 TUN "= ix ptos $ 


eT du ME. ü*— | MT at — lis aues 


P 


"i 


^ 


845 Levi-Civita2Eqr4t 118 


3s'E AE Br PE Qe LR 
Vif = 0;f, 


h 
V ans — h 
fU ORIN— LA bun, 


VT A 一 下 Hla] gp -二 | i. 


是 它们 的 协 变 导数 。 


”路 量 的 协 变 微分 和 原 绕 量 是 同类 的 ,; 黄 协 变 导 数 是 比 原 继 和 量 
的 协 变 指标 条 出 一 个 的 张 景 
Bie GU Er Blade SC Ve E AB P1643 EH: 
80S -- T) 2 &S--8T , SST = (88) T --S (8T), 
VG T) =V +T, VEST = (VI) P+ SIT), 


”这 是 很 容易 验证 的 。 
各 果 灌 菜 一 条 曲 重 , 对 于 张 车 的 协 变 微分 有 
oT Th 
d 79, 


RüURIkqXEREEUVHRREGKRBR4TABg, AmE w^ —uw ^) xta) 
PE eR ah (S) 31-885 E 3E— I T8) XE oh, TET] MR AR PE: 2— 4 3n 
o ob 之 下 ; 解 出 身分 方程 | 

Ôp’ do* 页 dw " 

di di lA | a 9-9. 


RERS e^ (0). Hb o^ (0 JE TE RR u (o) AEDAL fu vo 沙 卷 曲线 平行 


T5 x FFERI o 
基本 张 量 c4 IDEGA 


V ufa = Ou 7 Ii Ha le lgi 一 o, 
所 以 基本 张 量 对 协 变 微分 而 戎 是 一 个 常量 。 


114 sr 3d4** 第 9 ze Riemann ÆW] 
Eg db, 25 JE iE p^ 平行 移动 时 ;有 
dgio) =8 (gv) 
= (Öga) V gn (O27) vt gv (Ov) =0, 
这 就 是 诉 向 量 之 长 在 平行 移动 时 悍 持 不 变 。 
— 当 两 个 向 车 信 与 《同时 平行 移动 时 ,对 于 宇 全 的 交角 有 
8 (COg AD) =6( -2 Sa ) 


PUT (Ogu) v^w'd- ga (69) wf -- guo? (Ow) ] —0, 


— SXBERESESMO ues BEC ETPPPATESUINE RT TE 
Riemann Zxj1$ A &gtEl Ae A Hil rh]. E ICE RS , 其 情况 完全 一 
Rene 


=0 


d^u^ fZ] daf d 
gda? 3$] ds a 


所 确定 ， 这 个 式 子 表 示 测 地 线 的 切线 人 "^ 是 治 着 测 地 线 按 Lovi- 
Civita 总 习作 平行 移动 的 。 


846 Hj zt uk E 


BERIA — NYULcK ORE dB ERA E. pr, 如 以 
V4V,-— VV, SEES Oe SUR OC, e] dae EN, RES 
VaV;f — VN fU, 
Vy V,v* — VV, o^ — K riv, 
VV gp, — V, V yw — — K vi Ws 
VIVVI — VV = Ew Ti Eua — Em Ta, 


Ka 9 {hi} + E 外 PIT 


ṣi Riemann-Christoffel HÆRER, LHP 2E 093p Eee Tur 


_ 


av 


Med 


d 
Y " 


Fo 


v 


£46 MERE 115 
ik Ricci 公式 。 和 曲面 的 情况 一 样 , Kin 0 Byz) A a $8 25 2E 
Re Euclid ZEB, 

ilz Sen E Eri E 
Kir = eK, Eug Eu -TEas—0, 
这 可 从 曲率 张 量 的 定义 看 出 。 对 于 ga, 应 用 Ricci A, RA 
O= VLViga VN gmn 7 EK gas — I&xja Qus 


因此 ,加 以 
| K vua =E in gan; 
RUE 
Kaar = — Ens 


KR 
| KA yug t K uar Kia 9, 
XE ES aas 进行 实际 RES ,出 


E yin i (€ uO fa T 00,15 — QO u — "Rani. xa) 


o) Wu): 
KZRA H, Kus 非 满足 
| K yi = E iny 
不 可 。 
因为 Ku ERE, ET e A HEITARI 

KaK ins 
称 为 Ricci iei BEDA gH We K p, REG RETTAR, f 

K =g Ky, 
xke EE. 以 gU REAR Kus TK ga FK as — 0 之 后 再 进 


T8887 , Xo 2E AA 
g^ K ia 70, g^ K yg = — 9 K ug 7 —EKi, 


Tol. 
_ a eid 


H pan 


116 HI How liemann za p 
HA 

K ;= K y, 
IPEM Ricoinkum ECXPEREJ. Ricci }k mrii JE 


Kal K 9g 


的 空间 称 做 Einstein ZE[g. 
以 Rici 去 式 应 用 于 任意 协 变 向 量 场 w 的 协 变 导数 Vas, 38 
对 指标 作 适 当 调 换 , 莽 得 
WwW 一 一 一 一 
V&V Vu, VNV eV ra= -—- Kyu Vw Ki Vus, 
VjViViw, — ViV Vw = — Ku Vw — Ku Vitas, 


3 — 7H B 9 对 村 Ricci Ag Mk v;UL- M IM UST — K ij t. LAM ESSA | 


C Vi. 更 对 指标 作 适 当 番 换 , 刚 得 
VIVy,V tt — V; V; Vu  — (VE Vo), — K yi VWa, 
V&V, Vn, — V VV gn — — (Vo Us Ei Vatt, 
VV VW, — VjVVV Ww, — — (VK uit) w, —K un V rM. 
从 前 面 三 式 之 和 藏 去 后 面 三 式 之 和 , TERI 
(AK gn VE gu V EK uat) wa, 
IB P3 w 是 任意 的 ,所 以 得 到 
VK is + VUE qu? dV UR uu! 0, 
3x31 34525 Bianchi 恒等式 。 
在 这 恒等式 里 以 4 一 ! BESETT BRI , JUPE 
TaK yj — VyK at VK 47-0. 
El gf Se3x PC Je BESETT RIO , m TEE 9" K Lu SK K 99, 
Rl | 
DV EE VK = (46.1) 


因 面 有 


” 


gis 


因此 , 玉 是 定量 。 | EE 
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v(Ei* 一 于 Kt) =0, 


ETATER EE EEE, 


对 于 在 空间 内 -一 点 卫 的 两 个 线性 无 关 向 量 亿 与 好， 作 
pc -K pav rono 0 
^— (Dada — gagi vwyt " 
这 称 汶 对 v^, u^ BOURSE RnR DE., deux Dom gm 
TS ERE EE zr SERIE T1 Bl d T SCIT T Hg SS Je 3X T 
HH ELTE 5x P 的 Gauss EISE, 
Jud XT HLÍfS—4&42&$2, 以 上 上 所定 的 上 是 定 值 时 , RU E Ga 


形式 


| Ka —h (Paga — od) a 
K -—- 
EE k, R-k EJ d, 上 上 式 可 生成 


K 
anaE (aJa — Galit) a 


PRN E A E o 
BR — DATAR 


Eyed Jas 
所 及 常 曲率 空间 是 Einstein 2i, 


对 于 Einstein Æ, IE EX PCIE (46.0) HL 3e f. 
VU 一 0。 


Eun 


” r " 
x1 ' j T- 四 
rm F. - 
-z T aa 


BAER AE Riemann ÆR A (O) EREA CR) 7 ES 


O 这 一 节 是 关于 Lie GERAI, SPEMECR LEENS, The Theory 
dt 


E 
547 Lie 微分 9 ou 
u 


118 $5338 Sro3k Riemann m 
= (P - E^ (u) dt) ERTE 

(ut —w AE Wd, (4T .1) 
在 这 变换 下 ,使 Riemann 度量 ds s galu) duldu! 不 变 的 条 性 是 

gu GD dud — galu t £dt) (dui A-d£fdt) (dad tde di) , 
因此 , HE ELSE dt By RART, BERE PE ER: 
Z'O.ga-- (8,57) gau t (OE) gia 0. 

这 样 的 无 限 小 变换 时 做 无 限 小 运动 。 加 果 空 关内 容许 无 限 小 送 动 
村, 眉 设 取 这 样 的 坐标 和 使 全 一 61, JA EXC. 2194 0, 这 就 是 襄 
guru, HII SER SERO YOH IRSE) ue it, 


在 上 式 内 用 Bgam 1 orga rg ae AERE ER 


Vect Vie; 0 (E= dut). (47.2) 
这 个 式 子 时 Killing 公式 。 
情况 下 ,以 葡 基 表示 的 一 个 凡 何 量 , P dn35 Ek Tu ah 
Hr, dad —"- JC RAISES R8 CAT . 1) [8E HER XR (GU 通过 变换 
u zu Meg dt (47.8) 
ETER A (u), B) A Am X EER GC ?下 的 文 量 Th ST 
T; (u+ £d) Manie, En 
Tat = Twa. 
这 个 张 量 在 原 坐 将 了 系 tw FAE Ta h TAME: 
Ta =O dN Or dt K 0S aT Nut idt), 
7 Bn 
"pj os Tu e (EF0 T! — T450,£^ TOE Tee dt, 
ZE, DI Tr $3574 TAREA (47.1) 的 Liege 
分 , d UT; TR) d WRA Lie 导数 或 单 称 为 Lie 微分 ， Hik 
Ti XR 
ET? fo —TQueoK-Tue£ Tue. — (47.4) 
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这 个 式 子 如 用 协 变 微分 米 号 ,天 有 
ET PP Ti Vt Tv TT Ve, 
加 计算 基本 蜡 量 gi 的 Lie 微 芬 ,期 往 
£ gu — C Vgat gaV E t gv VE Vs 

加 再 利用 Kiling 公式 ， 则 知 这 式 的 右边 等 于 0: TEH THRE 
理 。 

定理 ” 先 限 小 变换 成为 运动 的 必要 与 充 分 条 储 且 基本 有 绥 量 的 
Lie (2I. 


为 了 对 于 Obristoffel 本 号 | 51, 38)B Lie 微 分 的 冠 义 , 当 施 行 
坐标 变换 (47 . 鸣 时 ,在 坐标 系 Qu) FIBER |o EPA A. 
DEDU 
KEL. IC REEHERCERSUR FIRE | 名 | 是 
| A = (55 — ptd) | (37 4 Ed (02-- IE?AE) ial (es 
- .- Edi) tj £ndt |, 
Jrtm 
23-0 Gener (1]-L]oe 
CL loge obo )a. 
因此 ，| 为) 的 Lie S TARE: 
«(X cose eem {9- {iae {der ee 
dm) 2 2-3 di RR, M ESETT ict 


, ri el " Vh iT 2 È " Vua mp 


190 wig yo Riemann m 
£L ESVSEPESNS. (4.5) 


对 于 空间 内 的 无 限 小 变换 人 (47 .二 空前 内 任意 一 条 测 地 成 


WE s GE 
"ds V ds ds 


移 到 另 一 -条 再 地 和 线 , 使 其 上 的 套数 s 受到 象 
s—as--b (ab 是 常数 ,cx0) 
这 样 的 仿 射 变换 ,其 条 件 可 求 得 是 


edh VV ESSE T0, 


^ 


RREN AE ERAS 1865084 8 为 无 眼 小 仿 射 6*9 US dd 3 IR (infinite- 


simal affine collineation), 


gx 的 | Tie semi; ! ,| 的 Lie £4 I 3638 


edhi G” NiE ga tN iE ga Vato — (47.0) 


—— p E 
in FAHREN 


V, lA | —V,£ ls -£ES (4 .7) 
运算 子 VH E k, HA | 
Veo £V, e ( BZ (47.8) 


Vtm £ Vm — (£ $E Hans (47.9) 


VETRE — EN, TR E A e 


(efg) - (jee. er 


从 (47.6) 当然 有 下 面 的 定理 。 


TT TR re reee- Ti -a T. 


| 


1 Ca 
D 
BE. 


i 


ue m 


rx. ec 
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定理 EaR BE SIE, 

R, 从 (47.7) 凡 及 使 (47.10) WATA T, 则 得 
定理 : | 

定理 对 于 运动 有 £K;24-0,£VR; =, e, 

EM (47.8), (47.9), (47.10) 4EM: 

定理 ”对 于 仿 射 的 直射 变换 ， 协 变 徽 分 与 Die 微分 是 可 交换 
的 。 

Jui. £^ 55 o^ E T E, 

[£, n]^ — £O — vf 8, £^ 

也 规定 一 个 运动 ,这 可 用 计算 来 证 明 。 

邻 识 空 间 和 内 容许 一 个 由 £^ BEA SE B3 f , Rt] £^ T BB JE 


£ gg — V £T VE, —0, JH = VIV EK £O, 
AXE Fur DUEB XT. E^ Es £^ Belin 
Ca £u 0 (fa E ga). 
VI EP, Vets - Ku. 
xx Hed (QE 275 ERSTE PIE rS BRA TRES JE Entéy=0 RJ 
e 与 的 个 数 ,也 就 是 


ntn n(n--1) ag n(n--i) . ` 
因此 ,有 下 面 的 定理 。 
定理 ”空间 内 容许 的 运动 群 的 参数 ,其 最 大 个 数 是 nn 十 了]， 
如 果 空 间 内 容许 这 样 最 多 参数 的 运动 群 , 逆 么 ,以 上 的 联 立 仿 


微分 方程 各 就 不 能 不 是 完全 可 积 的 。 因 此 ,其 可 积 条 件 


EK ip VE — Ett+ Ee 
Ri TER 0 


DRIEORBEHEOERS £^ 以 及 适合 Geo 6,0 的 E? 所 满足 。 从 这 里 可 


L J Too 
o mt EIS 
3b =- 1 E 


1 - ! ^ 
er - b H dui! 
20 UE ss aint dn 


122 A3 第 9 意 Riemann æki 
计算 出 
Ki = GV (Skla — Ögn) ， 
因而 得 到 下 而 的 定理 。 
定理 ”如 空间 内 容 音 最 大 次 数 sn (--1) KE, RUIT 
是 常 曲率 空间 。 


